5. Schwerpunkt: Differenzialrechnung, Funktionen

5.1

Berechnen Sie fur folgende Funktionen y = f(x) die erste Ableitung y'

a) y= . at 4x? b) y:M c) y = x[cos(3x- ¢
d)  yOsin(3x)- xy=x-y e) Y- (aX2-3)(bx2-2)(cx2—1)

Losung:

N| =

:

y = Jat+ 4x? = (a+ 4x2)

1

y'= %(a+ 4x2)_; 18x = 4x(a+ 4x2)7

_In(x+ b)
y = xZ - b2
(xZ-bZ)D(X:b)-ln(mb)uzx M(X-b)ﬂl};ﬁ-ln(mb)ﬂu
Y= (Xz_bz)2 - (Xz—bz)z
y's (x—b)—ZxDln(x+ b)

(xz- bz)2




5.2

y = xOcos(3x - ¢)
y'= 1Dcos(3x- ¢) - xDsin(3x- ¢)D3

y'= cos(3x- ¢ - 3xOsin(3x - ¢)

yOsin(3x)- xy + y = X
X
1- x + sin(3x]
(1— X + sin(3x)) - x(—1+ 3cos(3x))
(1- X + sin(3x))2
. 1+ sin(3x) - 3xcos|(3x)

o (1—x+ s1'n(3x))2

y:

y =

y = (ax2 - 3)(bx2 - 2)(cx2 - 1)
NR: y:=uww y = u(vw]+ u(vw)' = UVW + UV'W + VW

y' = ZXHa(bx2 - 2)(cx2 - 1) + b(ax2 - 3)(cx2 - 1) + c(ax2 - 3)(bx2 - 2)%

Berechnen Sie die unbestimmten Ausdriicke

i - 3 - 2 0 -
a)  lim sin(2x] - x b) lim )(3;” <) lim (x/;De X)
x- 0 3x x-u  4x3+ 8 Xo 0

o o . cos(ax) - 1
) lim D(X 4) k=27 o) lim cos(4x) - 1



__sin(2x)-x 0 _ . 20cos(2x)-1 1
a) lim = — = lim -1
x- 0 3x 0 x-0 3 3
ox3-x2+7 . 3x*-2x .. 6x-2_ 6 1
b) li = i = lim - — - —
xoo  4x3+8  x-m 12X x-» 24x 24 4
L0 xt 70
oderauch'limM:lim EX3 X’ X3ﬁ:1_0+0:1
Txow 4x3+ 8  xow 0453 80 4+0 4
3t 4 2 =
SR
. e 0D e 0 1 01
c) i [Vxte¥] = 0= fim g e i O
0 0 0 _2—1
d) lim 02 - 4) dn(x- 2)J= 00 = lim iin(x-2) 00 (%22
e e
0/ 2 2 [
: umD(X - 4) g D2 (2T Hx- 2)(x+ 2)
X ZE—Zx(x—Z)E 2 -2x(x- 2] 0 x2f - 2x
e) tim cos(ax| - 1 0 im -asin(ax| 0 im -a* cos|ax| _ a*
x-0cos(4x)-1 0 x-0-4sin(4x) 0 x-0-16cos(4x] 16




5.3

5.4

Eine Funktion sei wie folgt definiert:
2 fur x< 0

fur x> 0

Welche Art von Unstetigkeit besitzt die Funktion an x =07?
Bestimmen Sie dazu dort die links- und rechtsseitigen Grenzwerte.

Losung:

linksseitiger Grenzwert : g (0)=2

X _ 4o X
rechtsseitiger Grenzwert: g.(0)= lim z 0
x- 0+0 X 0
. ef+e* 2
0)= 1 ==z=2
g+( ) xﬂn(’)TO 1 1

Da linksseitiger Grenzwert gleich dem rechtsseitigen Grenzwert ist
und die Funktion nicht an x = 0 definiert ist, handelt es sich um
eine Definitionslucke.

Losen Sie folgende nichtlineare Gleichung mit dem Newtonschen
Tangentenverfahren.

e%X=5- 2x

Verwenden Sie den Startwert x, = 3,0 und fuhren Sie noch 3 weitere
Iterations-schritte bis zum Wert x; mit 4 Stellen Genauigkeit nach dem
Komma durch.



Losung:

5.5

f (x) = 95X - 54 2x
f'(x) = 0,50 + 2

Newtonsche Tangentenverfahren :

f (XO) e0,5xo -5+ ZXO e0,553’0 -5+ 9203.0
X, = X - = Xp -~ :3’0_ ’ :1,70741
1 ° f'(xo) ° 0,5 1e%%% + 2 0,50e%%30 + 2
f (%) e®™ - 5+ 2x,
X2 = %17 = X" = 1,46693
t f'(x1) 1 0,50e%% + 2
fx 0,5%, _
X3 7 X -( IR X, - = 0§+ 2%2 - 1,46162
f(xz) 0,50e”2 + 2
Beschreiben Sie den Verlauf der Funktion y: sin(x)
X

a) Wo befinden sich die Nullstellen ?

b) Wie ist das asymptotische Verhalten fir X - ® ?

c) Wo liegen die Extremwerte (im Vergleich zur normalen Sin-Funktion) ?

d) Welche Unstetigkeit liegt an x=0 vor?

e) Ist es evtl. eine gerade oder ungerade Funktion?
f) Fertigen Sie eine Skizze an.
Losung:
sin(x) , ,
a) =0« sin(x)=00x# 0= x=kntmitk0 ZOk# 0
X
_sin(x) . ) )
b) lim ——= = 0 da Nenner unendlich und Zahler beschrankt

X- to X



_ XCOSX - sinx

X2

0 EW : Schnittpunkte der Gerade y = x mit tan- Funktion

=0 - (xcos(x) - sinx = 0) O(x#0) = (x=tanx)O(x¢# 0

0 EW erst fiir sehr groBe|x| > 1annéhernd wie normaler Sinus bei %+ kn

d)
__sin(x] 0 cos|( ) . :
lim = — = lim = 1 0 hebbare Liicke, da f(0) nicht ex
x- 0t0 X 0 x-0:0 1
sin(-x) _ -sin(x] _ sin(x] _
e) (-x) = = = = f(x] 0 gerade Funktion
- X - X X
f) Bemerkung: an x=0 nicht definiert !!!
ylk
4:’\ 1 /r\ 1 /l/\l 4 } I/-\lk 1 /‘:\ 1 /_‘F
21 18 15 -2 -9 673 9 3.6 9 12 15 18 X
- 51
-1+
Beschreiben Sie den Verlauf der Funktion y = e‘x2

a) Wo befinden sich ggf. Nullstellen ?

b) Wie ist das asymptotische Verhalten fir X - 1@ ?
c) Bestimmen Sie Extremwerte und Wendepunkte.
d) Gibt es Unstetigkeiten?

e) Ist es evtl. eine gerade oder ungerade Funktion?

f) Fertigen Sie eine Skizze an.



Losung:

a) 0:=eX
- x* = In{0] nd. - die Funktion besitzt keine Nullstellen
b)  im f(x] = 0
c) Extremwerte :f'(x;) = 0 und f"(xg)# 0
f'(x) = -2x0e™
f'(x)=0 « x=0
f(x) = 4x2 e - 267X = 27
f"(xg) = £°(0) = -2<0
- hinreichend fur lok. EW, loakales Maximum wegen f"(xE) <0

EW(0;0)

2x% - 1)

Wendepunkte :f"(x,,) = 0 und f"(xy])# 0
£(x) = 267 2% -1
f"(x) = 0 - besitzt keine Wendepunkte

d) es gibt keine Unstetigkeiten

e) Bedingung fur gerade Funktion :
f(-x) = f(x)

e-(-x)2 - e—x2
2 2

e = e . gerade Funktion



\ 4

5 ' T 25 x

Bilden Sie die ersten partiellen Ableitungen nach den in den Funktionen
enthaltenen Unabhangigen:

a) b)
z= f(x,y,t] = 3cos(x+ t] - 4sin(x - t]
= f = 2 2
z=f(xy)=xtrxy+y a—Z:-351'n(x+ t) - cos(x - t|
0z _ X
oo 2Xty 0z
gx —~ = -3sin(x+ t) + cos(x - t)
_Z: 2y+ X
0y a_Z: 0
a0y
c) d)
u:s f(x,y,z) = x2+ y2 + 72
o v = f(x,t) = e 3tsin(2t - 5x)
gx v . -5e 3 cos(2t - 5x|
_u: Zy Ix
0y A -3e 3sin(2t - 5x) + 2e” " cos(2t - 5x]
a_u: , 0t



0% X+ y? x*+y? [ X2+ y?
f)

y = (X, X;) = X4In(3%, + X,

dy . 3%,

0X4 ln(3x1 ' XZ) ' 3X4t Xy

0y . X

01X,  3Xqt Xy



