5. Schwerpunkt: Differenzialrechnung, Funktionen

5.1  Berechnen Sie fur folgende Funktionen y = f(x) die erste Ableitung y’
\/7 b In(x +b)
a) y=.a+4x ) Y =

c) y=x-cos(3x—g) d) y-sinBx)-xy=x-y

e) y= (ax2 —3)(bx2 —2)(cx2 —1)

Losung:

a)
Yy =, a+4x< :(a+4x2);

Y= (ar42) - Bx—ax(ar42)?

'(x+b)

(xt -b2) ) (x -b?)

(x—b)—2x-In(x +b)
o]

yI:




5.2

y = X-cos(3x —¢)
y' =1-cos(3x —¢)—x-sin(3x - ¢)-3

y' =cos(3x —¢)—3x-sin(3x - ¢)

y-sin(3x) —xy +y = X

Y TIIx +);in(3x)
v (1-x +sin(3x)) - x(~1+3cos(3x))

(1-x+ sin(3x))2
_ 1+5in(3x) — 3x cos(3x)
(1 - X+ sin(3x))2

y = (ax2 - 3)(bx2 —2)(cx2 —1)
NR: y=uww y’=u’(vw)+u(vw)’ = U'VW +UV'W + uvw’

y' = ZX[a(bx2 ~ 2)(cx2 ~ 1) + b(ax2 ~ 3)(cx2 - 1) + c(ax2 - 3)(bx2 ~ 2)}

Berechnen Sie die unbestimmten Ausdricke

. sin(2x)-x . X3 —xt+7 . X
) lim = ) Wm s O lm (e

. 2\ 1ge . cos(ax)—1
d) )l(1_)mz[(x 4) n(x Z)J ) im cos(4x) -1



a) im sin(2x) - x _0_ im 2.-cos(2x) -1 1
x—0 3X 0 x>0 3 i
3,2 2
b) li X" =X"+7 l 3x° -2x 6x-2 6

d) lim

X—2

X
x>o 4% +8 X0 )(3,[4x3

[(x2 - 4) In(x — 2)}

2
= lim ()(2;4)

x—>2 —2x(x—2)
e) lim M_gz lim
x—0 COS(4X)—1 0

x—=0 —4sin (4X

—0.%= lim In(x=2)

X2 (x2 —4)_1 x> —2x(x2 —4) i

—a’ cos(ax)

—asin(ax) 0 lim
) 0

x—=0 —1 6COS(4X) -



5.3 Eine Funktion sei wie folgt definiert:

2 fur x <0

fur x>0
X

Welche Art von Unstetigkeit besitzt die Funktionan x =07
Bestimmen Sie dazu dort die links- und rechtsseitigen Grenzwerte.

Losung:
linksseitiger Grenzwert : g (0)=2
X _ —X
rechtsseitiger Grenzwert: g, (0)= lim g€-e” 0
x—0+0 X 0
. ef+e* 2
8.0)= xl»"glof 1 2

Da linksseitiger Grenzwert gleich dem rechtsseitigen Grenzwert ist
und die Funktion nicht an x = 0 definiert ist, handelt es sich um
eine Definitionslucke.

5.4  Losen Sie folgende nichtlineare Gleichung mit dem Newtonschen
Tangentenverfahren.

e®?X =5 -2x

Verwenden Sie den Startwert x, = 3,0 und fiihren Sie noch 3 weitere Iterations-
schritte bis zum Wert x; mit 4 Stellen Genauigkeit nach dem Komma durch.



Losung:

f (x)=e%*-5+2x
f'(x)=0,5-e" +2
Newtonsche Tangentenverfahren :

)

Xn+1 n fl(Xn)

mit Startwert x, = 3,0

f (x 0,5% _ 0,530 _

vy = xg—0) e 42Xy 30 € 31230 440749
f*(xo) 0,5-e%% 42 0,5-e%°%0 42

IV A ) BVl - SRS

PUP(x) T 0,59 42

xyox, ) €50 e

TP (%) P 0,5-€%% 42

i)

5.5 Beschreiben Sie den Verlauf der Funktiony=

a) Wo befinden sich die Nullstellen ?

b) Wie ist das asymptotische Verhalten fiir X —> 0 ?

c) Wo liegen die Extremwerte (im Vergleich zur normalen Sin-Funktion) ?

d) Welche Unstetigkeit liegt an x=0 vor?
e) Ist es evtl. eine gerade oder ungerade Funktion?

f) Fertigen Sie eine Skizze an.



Losung:

a) =0 sin(x)=0Ax#0< x=ktmitkeZArk =0
X
. sin(x) ) . .
b) lim ——= =0 da Nenner unendlich und Zahler beschrankt
X—>to0 X
c)
y' :M -0 (xcos(x)—sinx :O)A(x #0) < (x =tanx) A (x #0)
X
— EW : Schnittpunkte der Gerade y = x mit tan— Funktion
— EW erst fur sehr groBe|x| > 1 annahernd wie normaler Sinus bei §+ kn
sin(x Cos( X
d) lim (x) _0_ lim (x) =1 = hebbare Liicke, da f(0) nicht ex.
x—0+0 X 0 x-0x0 1
sin(—x) —sin(x) sin(x
e) f(—x)= (%) = (x) = (x) =f(x) = gerade Funktion
—X —X X
f) Bemerkung: an x=0 nicht definiert !!!
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6 Beschreiben Sie den Verlauf der Funktiony :e*x2

5.
a) Wo befinden sich ggf. Nullstellen ?
b) Wie ist das asymptotische Verhalten fiir X —> 0 ?
C) Bestimmen Sie Extremwerte und Wendepunkte.
d) Gibt es Unstetigkeiten?
e) Ist es evtl. eine gerade oder ungerade Funktion?
f) Fertigen Sie eine Skizze an.
Losung:
a) 0= e™

—x*=In(0) n.d. — die Funktion besitzt keine Nullstellen
b) lim f(x)=0

X—>*+o0

c) Extremwerte :f'(x;)=0 und f"(x)=0
f'(x)= “2x-e¥
f'(x)=0 < x; =0
f"(x) = 4x> e _2e =2e7¥ (2X2 -~ 1)
f'(xg)=f"(0)=-2<0
— hinreichend fiir lok. EW, loakales Maximum wegen f"(x;) <0

EW(0;0)

Wendepunkte :f"(x,,)=0 und f"(x,)=0
f"(x) = 2 (sz —1)
f"(x) =0 — besitzt keine Wendepunkte

d) es gibt keine Unstetigkeiten

e) Bedingung fiir gerade Funktion :

2 .
e * =e* — gerade Funktion
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5.7 Bilden Sie die ersten partiellen Ableitungen nach den in den Funktionen
enthaltenen Unabhangigen:

a) b)
z=f(x,y,t)=3cos(x +t)—4sin(x - t)
z:f(x,y):x2+xy+y2 g=—3sin(x+t)—cos(x—t)
oz ., OX
ox vy a—Z=—3sin(x+t)+cos(x—t)
oz ot
5=2y+x %:0
oy
c) d)
u:f(x,y,z):x2+y2+z2
oy v =f(x,t) = e sin(2t - 5x)
o = -5e 3t cos(2t -5
@:Zy Fvii e " cos(2t —5x)
% N _ 3t sin(2t - 5x) + 2e73t cos(2t —5x)
ou ot
=2z

oz



e)

Xy

X2+y2

( 2X
y X2+y2_xy2 [2. .2
op X“+y y 2 2
— = 5 =— 2{\,X +y° -

X X2 +y X“+y

o=f(xy)=

X
[2 2 _ 2y
Xy X" +Yy xy\/ﬁ
o _ 2\x"+y" X 22
ox X2 +y2 _X2+yz\/ y
X

f)

y =f (x4, X3) = %,In(3%; + X, )
o _ 3%
o, =n(3x; + X, )+ T
oy X4

0Xy  3Xq+X,




