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5. Funktionen

5.1. Begriffe

Funktionen sind eindeutige oder eineindeutige Relationen’.

Eindeutige Relationen ordnen jedem x-Wert genau einen y-Wert zu.

Eineindeutige Relationen ordnen jedem x-Wert genau einen y-Wert und jedem y-Wert genau einen
x-Wert zu.

Veranschaulichung:

eindeutige Funktion, 2|
da zu jedem x genau ein y

2
gehort — ]
T 0 T
- 2 N o /102
1]

eineindeutige Funktion,
da zu jedem x genau ein y 1 4
gehort und umgekehrt

2 > 5 1
3 76
keine Funktion,
da dem x-Wert 2 zwei X 1 4 Y
verschiedene y-Werte 5 ] 55
zugeordnet werden °
3 76 .3

5.2. Zahlenfolgen
Zahlenfolgen a,, sind spezielle Funktionen, die von den natirlichen Zahlen in die reellen Zahlen

abbilden, kurz a,,: N — R . Das bedeutet, der x-Wert einer Zahlenfolge ist immer eine natirliche
Zahl, wahrend der y-Wert eine reelle Zahl sein darf.

Beispiel 1:
a, a, as a, as

1 5 9 13 17

Beispiel 2:
a, a, as a, das

1 2 4 8 16

Beispiel 3:
a;, a, as a, Qs

-5 2 8 -4 0

! http://de.wikipedia.org/wiki/Relation
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Wie in den Beispielen zu erkennen ist, gibt es Zahlenfolgen mit Bildungsgesetzen und Zahlenfolgen
ohne Bildungsgesetze. Von den Zahlenfolgen mit Bildungsgesetz sind die interessantesten die
arithmetischen und die geometrischen Zahlenfolgen.

5.2.1. Arithmetische Zahlenfolgen
Die Zahlenfolge aus Beispiel 1 ist eine arithmetische Zahlenfolge. Besonderheit hierbei ist, dass zum

vorherigen Folgeglied a,,_; immer eine konstante Zahl d addiert wird, um das nachste Folgeglied a,,
zu berechnen. Damit ergibt sich eine rekursive® Bildungsvorschrift fiir arithmetische Zahlenfolgen:

a, =a,_1+d

d ergibt sich ausd = a,, — a,,_, . Das muss fiir alle Folgeglieder der Fall sein. Wichtig ist auBerdem
die Angabe eines sog. Basisfalls, damit die Berechnungen auch einen Abschluss finden, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Fur das Beispiel 1 kann man die Bildungsvorschrift a,, = a,_1 + 4 mit a; = 1 angeben.
Um beispielsweise as zu berechnen, geht man folgendermalen vor:
as =a, +4
=az+4+4
=a,+4+4+4
=a,+4+4+4+4
=14+4+4+4+4
=17
Nun kann man daraus eine explizite Berechnungsvorschrift herleiten:
as = $+4+4+4+4
a, 4-d=(5-1)-d
Daraus ergibt sich als allgemeine Bildungsvorschrift fur arithmetische Zahlenfolgen
|an=al+(n—1)-d|
Fur Beispiel 1 ist diese allgemeine Bildungsvorschrifta, =1+ (n—1)-4=4-n-3

5.2.2. Geometrische Zahlenfolgen
Die Zahlenfolge aus Beispiel 2 ist eine geometrische Zahlenfolge. Besonderheit hierbei ist, dass zum

vorherigen Folgeglied a,,_; immer eine konstante Zahl g multipliziert wird, um das nachste
Folgeglied a,, zu berechnen. Damit ergibt sich eine rekursive Bildungsvorschrift fiir gecometrische
Zahlenfolgen:

an = Aan-1-4g

. Das muss fiir alle Folgeglieder der Fall sein. Wichtig ist

an

q ergibt sich logischerweise aus g = "

n—-1

auch hier die Angabe eines Basisfalls.

Fur das Beispiel 2 kann man die Bildungsvorschrift a,, = a,,_1 - 2 mit a; = 1 angeben.
Um beispielsweise as zu berechnen, geht man folgendermalen vor:
as = ay -2
=as-
=a, -

N DN DN
DN ON
[NSI \]

:alu . . .
=1.2.2.2.2
=16

? http://de.wikipedia.org/wiki/Rekursion
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Nun kann man daraus eine explizite Berechnungsvorschrift herleiten:
as=1-2-2-2-2
) N ———
a;  q*=q5t
Daraus ergibt sich als allgemeine Bildungsvorschrift fur arithmetische Zahlenfolgen

— n—-1
an =04, - q

Fir Beispiel 2 ist diese allgemeine Bildungsvorschrift a, = 1 - 2"t = 271

5.2.3. Sonstige Zahlenfolgen
Neben diesen beiden Zahlenfolgen gibt es auch weitere Zahlenfolgen, die ein Bildungsgesetz haben,

sich aber nicht in eine der beiden Kategorien einordnen lassen.
Beispiele:
» a,=n
> Fibonacci-Folge® a, = a,_; + ay_»
>
Auch gibt es Zahlenfolgen, die kein Bildungsgesetz besitzen.

Beispiele:
» Folge der Primzahlen

2

> Folge der Tagesdurchschnittstemperaturen an aufeinanderfolgenden Tagen
> uvm.

5.2.4. Monotonie von Zahlenfolgen
Die Monotonie einer Zahlenfolge sagt etwas tiber den Verlauf der Zahlenfolge aus, also ob sie steigt

oder fallt. Um die Monotonie allgemein nachzuweisen, gelten folgende Beziehungen:
monoton steigend: a,, > a,_4
monoton fallend: a,, < a,_1

Beispiel 1:
Gegeben ist die Zahlenfolge a,, = 4n — 3. Vermutet wird, dass diese Zahlenfolge monoton steigend
ist. Fir den Nachweis wird die Formel a,, > a,,_; verwendet.
a, >a,_ 1
n—3>4n—-1)—3
n—-3>4n—-4-3
-3>-7 w.A
Damit ist nachgewiesen, dass a,, = 4n — 3 fiir alle n steigend ist.

Beispiel 2:
Gegeben ist die Zahlenfolge a,, = n? — 4n + 3. Vermutet wird, dass diese Zahlenfolge monoton
fallend ist. Fir den Nachweis wird die Formel a,, < a,,_; verwendet.
an < ap—q
n2—4n+3<n—12%—-4n—-1)+3
n?—4n+3<n?-2n+1—-4n+4+3
n?—4n+3<n®?-6n+8
2n<5

S
=3

Damit ergibt sich, dass die Zahlenfolge fir alle n < 2,5 fallend ist und fiir alle n > 2,5 steigend ist.

® http://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-Folge
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5.2.5. Grenzwerte von Zahlenfolgen

Der Grenzwert g einer Zahlenfolge a,, ist derjenige Wert, dem sich die Zahlenfolge im Unendlichen
annahert, d.h. das in der e-Umgebung U, = [g — ¢&; g + €] unendlich viele Glieder der Folge liegen
und nur endlich viele auBerhalb dieser Umgebung. Dies ldsst sich auch durch die Ungleichung

la, — gl < € beschreiben.

Eine Zahlenfolge heiRt konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt.
Eine Zahlenfolge heiRt divergent, wenn sie keinen Grenzwert besitzt.

Veranschaulichung:
3]

-1)

Erklarung:

Die blauen Punkte spiegeln die Zahlenfolge a,, wider. Die rote Linie kennzeichnet den Grenzwert g.
Der griine Bereich um den Grenzwert g ist die e-Umgebung. Auch hier erkennt man, dass sich nur
endlich viele Elemente (ndmlich genau 4) auBerhalb dieser e-Umgebung befinden und die restlichen
(unendlich vielen) Elemente liegen innerhalb dieser e-Umgebung um den Grenzwert g.

Berechnung der Grenzwerte von Zahlenfolgen:
Es gibt verschiedene Moglichkeiten, um den Grenzwert von Zahlenfolgen zu bestimmen:
» Zahlenfolge zeichnen und Grenzwert abschéatzen
o Wertetabelle anlegen
o Graph im Koordinatensystem darstellen
o unglinstig, da Genauigkeit oft nicht ausreichend
» mit Hilfe des Taschenrechners groRe n einsetzen und Grenzwert abschatzen
o verschieden grofle n ausprobieren

o Vermutungen anstellen
o unglinstig, da Genauigkeit oft nicht ausreichend
» mit Hilfe mathematischer Umformungen den Grenzwert genau berechnen
o Vorgehen stark abhangig von gegebener Zahlenfolge
o sinnvoll: Nullfolgen® erzeugen, z.B. durch Ausklammern der héchsten Potenz

Beispiel 1:
. . __2n-3
Gegeben ist die Zahlenfolge a,, = Tnis
=0
3 3
n (2 - —) 2— = 2
T BRT 2n-3\ _ ;. n T n _ -
g = Jim an = Jim (5575) = him | ——5¢ | = Jim =3

o \n(5+8)) |5+

d{3 o

Diese Zahlenfolge ist konvergent, da sie einen Grenzwert besitzt.

. . 1
4 Nullfolgen sind Folgen, deren Grenzwert O ist, z.B. a,, = -
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Beispiel 2:
Gegeben ist die Zahlenfolge a,, = 2n + 3.

g=lima,=1lim(2n+3) =0
n—-oo n—-oo

Diese Zahlenfolge ist divergent, da sie keinen Grenzwert besitzt.

Beispiel 3:
2_3n—
Gegeben ist die Zahlenfolge a,, = %. Gesucht werden alle Glieder der Folge, die innerhalb der

e-Umgebung von 0,001 um den Grenzwert g liegen.

3 9 3 9
_ . (5n*—3n-9\ nz'(5—ﬁ—p) AN
g = lim q, = lim m=hm >3 = lim 7 3|12
noe noe AT T AN e nz'(4+z+ﬁ TE\d St
lan — gl <e
5n—-3n—-9 5 < 0001
4n?2+2n+3 4 ’
4.-(5n2-3n—-9)—5-(4n*+2n+3)
< 0,001
4-(4n% +2n+3)
5 5 Zusammenfassen und
20n° —12n — 36 — 20n“ — 10n — 15 . . 9
e T 8n T 12 < 0,001 Betrag , wegdiskutieren
n Merke: n > 0
22n +51 < 0,001 - (16n2 + 8n + 12) x, x=0
x| = {(—1) cx, x<0

22n+ 51 < 0,016n% + 0,008n + 0,012

0 < 0,016n% — 21,992n — 50,988

—(=21,992) + /21,9922 — 4 - 0,016 - (—50,988)

M2 = 20,016

n, > 1376,815
n, < —2,315

n, entfallt als Losung, da sie negativ ist, n jedoch echt groBer als 0 sein muss

Daraus ergibt sich, dass ab dem 1377ten Folgeglied alle weiteren Folgeglieder innerhalb der

angegebenen e-Umgebung liegen.

5.3. Grundtypen von Funktionen

Potenzfunktion: f(x) = x™ mitn € Z

Wurzelfunktion: f(x) = Vx mitn € N

Exponentialfunktion: f(x) = k - a* mitk € Rund a € R*\{0; 1}
Logarithmusfunktion: f(x) = k - log, x mit k € Rund a € RT\{0; 1}
Winkelfunktionen: f(x) = sin(x), f(x) = cos(x), f(x) = tan(x)

Diese Funktionen kénnen mittels Summe, Produkt, Differenz und Quotient zu neuen

Funktionen verkniipft werden!
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5.4. Eigenschaften von Funktionen
Funktionen haben ganz bestimmte Eigenschaften, mittels derer man sie auch rekonstruieren kénnte.

Die nachfolgende Liste erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit, es sollen lediglich die haufigsten
zu untersuchenden Eigenschaften von Funktionen aufgezahlt werden:

Definitionsbereich, Wertebereich

Verhalten im positiven und negativen Unendlichen
Verhalten an nicht definierten Stellen
asymptotisches Verhalten

Symmetrie

Schnittpunkte mit den Achsen

Extrema und Art der Extrema

Wendepunkte

Graph

10. Monotonie

L oo NV R WNE

11. Krimmung (Kurvenverhalten)

5.4.1. Grenzwerte von Funktionen

Wie auch bei Zahlenfolgen kénnen Funktionen Grenzwerte besitzen. In der Regel wird der Grenzwert
im positiven oder negativen Unendlichen untersucht. Es wird durch mathematische Umformungen
berechnet, gegen welchen ,Wert” die gegebene Funktion strebt.

Beispiel:

lim 5

X— 00

Nullfolge
2
se2—2\ [ (5-3) 5- = \ 5-0
— | = lim| ———= X = =
3 1+0

X—00 2.
2

N
Nullfolge

x% +

=

5.4.2. Stetigkeit
Unter stetigen Funktionen in der Mathematik versteht man Funktionen, bei denen beliebig kleine

Anderungen der x-Werte zu beliebig kleinen Anderungen der y-Werte fiihren. Umgangssprachlich
ausgedriickt heilt dies, dass stetige Funktionen ohne Absetzen des Bleistifts gezeichnet werden

kénnen.
Beispiel:
|
51 4 :
|
4+ 3 :
|
3 7] 2 |
|
1
|
0 |
1 2 1/l 1 2
1 |
0 , I
0 1 2 3 -2 !
stetige Funktion unstetige Funktion
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Um Funktionen auf Stetigkeit an einer Stelle x, zu Gberprifen, miissen der linksseitige

lim 1\ f(x) und der rechtsseitige Grenzwert lim 1\ f(x) der Stelle xg untersucht
(x-x0—3) CE
werden. Damit die Funktion an der Stelle x, stetig ist, muss
lim f(x)= lim_ f(x) firn-oo
X—>X0—% X—)XO'{'%
gelten.
. . 5
Beispiel: \
x+3 fir x<0 3
x) = 5 ,
f) Ix2—2x 42 fuir x>0 ?
3 3 3 1
0
3 -2 0 1~2 3 .74
-1

. . : 1
hmlf(x) = hml(x + 3) = lim <<0 _E> + 3) =3

X—>0—ﬁ X—)O—ﬁ n—oo

lim f(x)= li <1 2 > +4> li (1 (0+1>2 ° (0+1>+4> .
1m x)= llm |zx“—Zzx+zZ)=IlIm |3 -] —=- — —)==
x-0+L x-0+1\3 37 3/ noe\3 n/ 3 n) 3) 3

Da der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert verschieden sind, ist die Funktion an der Stelle
Xo = 0 nicht stetig.

5.4.3. Differenzialquotient und Differenzierbarkeit

Fir die Differenzierbarkeit einer Funktion gibt es verschiedene mathematische Zugénge. Der in der
Schule gebrauchlichste ist der des Tangentenproblems. Dabei soll versucht werden an einen
beliebigen Punkt einer Funktion eine Tangente® anzulegen. Tangenten sind Geradengleichungen der

Form t(x) = y; = m - x + n. Sind zwei Punkte P; und P, gegeben, so wird der Anstieg mit
YV2—01

X2 — X1
dem sogenannten Differenzenquotienten, bestimmt.
Um den Anstieg einer Funktion in einem Punkt P; zu bestimmen, wird ein zweiter Punkt P, dazu
genommen und mittels Anndherung an P; der Anstieg bestimmt:

_ flx) = f(x)
lim ——————
Xp—X1 Xy — X1
Wenn nur der Abstand h zwischen x; und x, betrachtet wird und dieser immer kleiner werden soll,

ergibt sich daraus fiir x, = x; + h der sogenannte Differenzialquotient
- fla+h) = f(x)
im
h—0 h
Mit Hilfe dieses Grenzwerts wird nun der Anstieg einer Funktion f(x) an einer ganz bestimmten

Stelle x; berechnet. Verallgemeinert man diese Betrachtungsweise auf jeden méglichen Punkt der
Funktion, so erhilt man wieder eine Funktion, die 1. Ableitung f'(x) genannt wird.

Beispiel 1:
Gegeben ist die Funktion f(x) = x? + 6x + 4. Es soll eine Tangente im Punkt P(—1/—1) angelegt
werden. Dazu wird zunachst der Anstieg mittels Differenzialquotient bestimmt:

> Jat.: tangere - beriihren
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f(=1+h)—f(-1) lim (-1+h)2+6-(-1+h)+4—-(-1)

m = lim

h—0 h h—0 h
 1—-2h+h®*-6+6h+4+1  h?+4h  h+4

= lim = lim =lim——=4
ho0 h h—0 h h-0 1

Der Anstieg m = 4 und der Punkt P(—1/—1) werden nun in die Tangentengleichung y; =m - x +n
eingesetzt, um n zu bestimmen:
—-1=4-(-1)+n
3=n
Damit kann die Tangentengleichung angegeben werden:
ye =4x +3

Beispiel 2:
Gegeben ist die Funktion:
—-3x+3 ur x<2
f(x):{x2—7x+7 ;iir x>2
Es soll Uberprift werden, ob die Funktion, die an der Stelle x, = 2 stetig ist, auch differenzierbar ist.
Dabei muss der linksseitige Wert des Differenzialquotienten gleich dem rechtsseitigen Wert des
Differenzialquotienten sein.

I fQ+h)-f(2)
im

h—0 h
-32+h)+3-(-3) C R+h?*-7-+h)+7-(-3)
= 11m = |lIm
h—-0 h h-0 h
.. —6—=3h+3+3 . 44+4h+h?*—14—7h+7+3
= lim = lim
h—0 h h—0 h
—-3h _ 2
— lim —— - lim 3h+h
h-0 h h—-0 h
= -3 - _3

Damit ist gezeigt, dass die Funktion an dieser Stelle differenzierbar ist. Waren die Grenzwerte nicht
gleich, ware die Funktion an der Stelle nicht differenzierbar.

Beispiel 3:
Naturlich kann man auch ganz allgemein fir jeden beliebigen Punkt P(x,/f (x,)) einer Funktion
f(x) den Anstieg bestimmen. Sei f(x) = x% + 5x + 3. Es soll der Anstieg an der Stelle x, bestimmt

werden:
o flxg+h)—f(xg) .. (xo+h)?>+5(xy+h)+3—[x5+5x5+ 3]
lim = lim
h—0 h h—0 h
. x&+2xoh+h?+5xy +5h+ 3 —x3 —5x5— 3
= lim
h—-0 h
_ 2xoh+h?+5h  h(2xq+ h?+5)
= lim = lim
h—=0 h h—0 h
Y 2
= Ll_r)r(l)(ZxO + h* +5)
= Zxo + 5
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5.4.4. Ableitungsregeln

Aus der in Beispiel 3 des letzten Abschnitts vorgestellten Methode kénnen nun verschiedene Regeln

hergeleitet werden. Sinn dabei ist, die doch recht lange Rechnung zur Bestimmung des Anstiegs zu
verkirzen.

Funktion Beispiel
fx)=a fx)=5
Konstantenregel 1) =0 f'(x)=0
f(x) =x" fx) =x2
Potenzregel fl(x) =n-x"1 f'(x) =2 -x%"1=2x
f@)=a-g(x) fG) =5-x
Faktorregel Fl)=a- g f'(x)=5-2x =10x
F(x) = g(x) + h(x) f(x) =5x%+ 3x
Summenregel F100) = g'(0) + 1 (%) f'(x) =10x+3
fx) =g(x) - h(x) fx) =3x%-4x
Produktregel f’(x) — g/(x) . h(x) + g(x) . h'(x) f’(x) = 6x-4x + 3x2 4 = 36x2
_9() 3x
| fx) = ) f(x) = I
Quotientenregel ’ ~ g' () - h(x) = g(x) - k' (%) ’ ~ 6x - 4x — 3x2 - 4 B 12x? _ 3
flx) = h(x)? fre = (4x)? T 16x%2 4
f(x) = g(h(x)) f(x) = (4x% + 5x)13
Kettenregel '@ = g'(h(0) - h' () f'(x) = 13- (4x? + 52)'2 - (8x + 5)

5.4.5. Beispiele fiir Kurvendiskussionen
5.4.5.1. Ganzrationale Funktion

|f(x) =x34+2x%2 +x

0. Ableitungen
fl(x)=3x%+4x+1
f'"(x)=6x+4
F00) =6

1. Definitionsbereich, Wertebereich
DB:x €R
WB:y € R

2. Verhalten im positiven und negativen Unendlichen
lim (x3 + 2x%2 + x) =

X—00

lim (x3 +2x% +x) = —o
X——00
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3. Verhalten an nicht definierten Stellen

wird nur untersucht, falls es im Definitionsbereich nicht definierte Stellen gibt

4. asymptotisches Verhalten

muss nicht bei ganzrationalen Funktionen untersucht werden

5. Symmetrie
Untersuchung, ob achsensymmetrisch zur y-Achse oder punktsymmetrisch zum Ursprung
Dabei helfen zwei Formeln:
Achsensymmetrie zur y-Achse: f(x) = f(—x)
Punktsymmetrie zum Ursprung: f(x) = —f(—x)

fl)=x3+2x%2+x
f(—=x) = (—x)3+2(—x)? + (—x) = —x3+ 2x? —x
—f(—x)=—[-x3+2x2—x]=x3—-2x*+x
Wie zu erkennen ist, gilt
fO) # f(=x) und f(x) #—f(—x)
und damit ist nachgewiesen, dass die Funktion weder punktsymmetrisch zum Ursprung noch
achsensymmetrisch zur y-Achse ist.

6. Schnittpunkte mit den Achsen
Schnittpunkte mit der x-Achse (Nullstellen):
fx)=0
x3+2x2+x=0
x-(x*+2x+1)=0

x-(x+1)?=0
x1=0
x2=—1

Die Schnittpunkte mit der x-Achse liegen bei S, (0/0) und Sy, (—1/0).

Schnittpunkt mit der y-Achse:

x=0
£(0) = (0)* +2-(0)* + (0)
f(0)=0

Der Schnittpunkt mit der y-Achse ist S,,(0/0).

7. Extrema und Art der Extrema

Bestimmung der Extrema
ffx)=0
3x2+4x+1=0

4 42 —-4.3.1 2 16 —12 2 1 2 1
X1/2 =~ t 7 = 3z% =-3% [g="3%3
2-3 4-3 3 36 3 9 373

_ 1
X1 = 3
x2:—1
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Art der Extrema ermitteln mit f"'(x) = 6x + 4

fran=fr(=5)=6-(-5)+4=2 > Minimum,da ") >0

f'x)=f"(-1)=6-(-1)+4=-2 > Maximum, da "' (x;) < 0

Extrempunkte angeben

B (-3/-2) und E,(-1/0)

8. Wendepunkte
Bestimmung der Wendestellen

f'(x)=0

6x+4=0
2
=73

Uberpriifung der Wendestellen mit f"'(x) = 6
f' (— g) =6+0 - Esist eine Wendestelle
Wendepunkt angeben

w(=3/-%)

9. Graph zeichnen

08

06

04

0.2

-0.2

-04

-0.6

-0.8

10. Monotonie
Die Monotonie kann mittels der Extrempunkte angegeben werden.
Von (—oo; —1] ist die Funktion monoton steigend.

Von [—1; —é] ist die Funktion monoton fallend.

Von [—%; 00) ist die Funktion monoton steigend.

Dies kann auch rechnerisch nachgewiesen werden:
f'(x)>0 > Graph ist monoton steigend
f'(x) <0 > Graph ist monoton fallend
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11. Krimmung (Kurvenverhalten)

Das Krimmungs- oder Kurvenverhalten lasst sich mittels der Wendepunkte bestimmen.

Von (—00; — g] beschreibt die Funktion eine Rechtskurve, ist also konkav gekrimmt.

Von [—g; 00) beschreibt die Funktion eine Linkskurve, ist also konvex gekrimmt.

Dies kann auch rechnerisch nachgewiesen werden:
f'"(x)<0 > Graph ist rechtsgekrimmt
f"(x)>0 > Graph ist linksgekrimmt

5.4.5.2. Gebrochenrationale Funktion

X3

f(x):x+1

0. Ableitungen
3x%-(x+1)—x*-1 3x*+3x*—x* 2x%+43x?

fix= G +1)2 T @+ Dz (x+1)?
woo (62 +6x)- (x+1)%—(2x*+3x%)-2-(x+1)-1
f'x) = GrD

_(6x?+6x) - (x+1)—(2x*+3x%) -2 2x° +6x* + 6x

B (x+1)3 a (x+1)3
rrn (6X%+12x+6) - (x +1)° — 2x* + 6x* +6x) -3 - (x +1)%-1
") = G

_(6x*+12x+6)- (x+1)—(6x° +18x*+18x) 6

B (x + 1* T (x+ 1)

1. Definitionsbereich, Wertebereich
DB:x € R\ {—1}
WB:y € R

2. Verhalten im positiven und negativen Unendlichen

tim (25
= 00
xl—{lc}o x+1
m (555)
lim = 0
x->—co\x +1
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3. Verhalten an nicht definierten Stellen

Es wird das Verhalten an der Stelle x = —1 untersucht.
von rechts kommend:

3

lim <x3 >=lim ﬂ
1\x+1

x>—1+- \X n—ooo 1
2 3
1
—1+43-(-1)?- —+3 -1 + (=
- &0
n—-oo l
n
—1+—— 2+ 1
= lim n
n—oo
—n3 +3n 3n+1)
= lim
n—-oo
_ (( n3 +3n —3n+1)-n>
= lim 3
n—co ns-1
_ (—n4+3n3—3n2+n>
= lim 3
n—oo n
= —00
von links kommend:
133
e[ ()
llm1 1 = lim I
x—>—1—ﬁ x+ nme ( 1——)+1
1 1\2 1\3
2
(e (R) 43 e (5) +(-5)
= lim 1
n—oo _ 1
n
_nl_{l;lo _l
n
—n3—-3n2-3n-1
: n3
= lim

" (-%)

~ lim ((—n3 —-3n?2-3n-1)- n)

n-o n3 - (-1)

_ (—n4 —3n®—3n? - n>
lim 3
n—-oo -

= 00
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4. asymptotisches Verhalten

Polynomdivision:

1
(x3+0x24+0x+0)+~(x+1)=x>—x+1———

x+1
x3 + 1x2
—1x? + 0x
—1x% — 1x
1x+0
1Ix+1
-1

Das asymptotische Verhalten der Funktion ist quadratisch. Die Asymptote lautet
a(x)=x?—x+1

5. Symmetrie
Untersuchung, ob achsensymmetrisch zur y-Achse oder punktsymmetrisch zum Ursprung

Dabei helfen zwei Formeln:
Achsensymmetrie zur y-Achse: f(x) = f(—x)
Punktsymmetrie zum Ursprung: f(x) = —f(—x)

fa) =2

(=x)3 —x3
fE0) =50 =%n
—fl=0) =~ [—_;11] - —z+1

Wie zu erkennen ist, gilt

fO) # f(=x) und f(x) #—f(—x)
und damit ist nachgewiesen, dass die Funktion weder punktsymmetrisch zum Ursprung noch
achsensymmetrisch zur y-Achse ist.

6. Schnittpunkte mit den Achsen
Schnittpunkte mit der x-Achse (Nullstellen):

Der Schnittpunkt mit der x-Achse liegt bei S,,(0/0).

Schnittpunkt mit der y-Achse:

x=0
3
FO =577
f(0)=0

Der Schnittpunkt mit der y-Achse ist S,,(0/0).
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7. Extrema und Art der Extrema

Bestimmung der Extrema

flx)=0
2x% +3x%
(x+ 12
x2-(2x+3)=0
x, =0
_ 3
Xy = —E
Art der Extrema ermitteln mit f''(x) = %
f'"(x)=f"(0)=0 > Sattelpunkt, da f'"(x;) = 0

3
2

f'(x)=r1" (——) =18 > Minimum, da f" (x;) > 0

Extrempunkt angeben
3,27
E(-3/%)

8. Wendepunkte
Bestimmung der Wendestellen
f'x)=0
2%+ 6x% + 6x
(x+1)3
2x - (x24+3x+3)=0

x1=0
+ ; —3=n.l

Uberpriifung der Wendestellen mit ' (x) =

X2/3 = —

N| W
] O

(x+1)*

") =6+0 - Esist eine Wendestelle.

Wendepunkt angeben
w(0/0)
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9. Graph zeichnen

20

184

16

14

12

| +
R et T = i T R e
&

10. Monotonie
Die Monotonie kann mittels der Extrempunkte angegeben werden.

Von (—00; —;] ist die Funktion monoton fallend.

Von [—%; —1) U (—1; o) ist die Funktion monoton steigend.

Dies kann auch rechnerisch nachgewiesen werden:
f'(x)>0 2> Graph ist monoton steigend
f'(x) <0 > Graph ist monoton fallend

11. Krimmung (Kurvenverhalten)

Das Krimmungs- oder Kurvenverhalten lasst sich mittels der Wendepunkte bestimmen.
Von (—oo; —1) beschreibt die Funktion eine Linkskurve, ist also konvex gekrimmt.
Von (—1; 0] beschreibt die Funktion eine Rechtskurve, ist also konkav gekrimmt.
Von (0; ) beschreibt die Funktion eine Linkskurve, ist also konvex gekrimmt.
Dies kann auch rechnerisch nachgewiesen werden:
f'"(x)<o0 > Graph ist rechtsgekrimmt
f"(x)>0 > Graph ist linksgekrimmt
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5.5. Extremwertaufgaben
Wie der Name schon sagt, handelt es sich um Aufgaben, die mittels der Differentialrechnung zu I6sen

sind. Meist wird eine sogenannte Zielfunktion verlangt, die nur noch von einer Variablen abhangig ist.
Diese muss anschlieBend differenziert und der Extremwert bestimmt werden. Die Zielfunktion setzt
sich meist aus einer oder mehreren Nebenbedingungen zusammen. Viele dieser Aufgaben haben ein
hohes Anschauungsniveau.

Schrittfolge zur Losung einer Extremwertaufgabe:
1. Skizze!

2. Zielfunktion bestimmen (Was soll minimal oder maximal werden?)

3. Nebenbedingungen heraussuchen

4. Nebenbedingungen so umstellen, dass sie in die Zielfunktion eingesetzt werden kénnen -
Ergebnis: Zielfunktion sollte nur noch von einer Variablen abhangig sein!

g

Zielfunktion ableiten und Extremwert(e) bestimmen und Gberpriifen
6. Aufgabe noch einmal lesen und gegebenenfalls Losung berechnen!

Beispiel 1:
Ein Bauer hat 300 m Zaun gekauft. Er mdchte daraus ein
0. Aufeabe moglichst groRes rechteckiges Gehege fiir seine Hilhner
' & bauen. Wie sind die Abmessungen der Seiten zu wahlen?
Berechne den Flacheninhalt des Geheges.
a
1. Skizze
b
5 Zielfunktion Flacheninhalt soll moéglichst grol® werden!
' A(a,b) =a-b

Bauer hat Zaun zum Einzdunen gekauft

3. Nebenbedingungen u =300 = 2a+2b

a=150—-»b
4. Nebenbedingung umstellen Einsetzen in Zielfunktion
A(b) = (150 — b) - b = 150b — b?

A'(b) = 150 — 2b

0=150-2b
5. Zielfunktion ableiten und b=75
Extremwert bestimmen/ Uberpriifen:
Uberprifen A'"(b) =-2
A"(75) = —2
> A" (b) < 0 = Maximum

b=75m
a=150m—-b=75m
A=a-b=75m-75m = 5625 m?

6. Aufgabe noch einmal lesen und
Losungen berechnen
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Beispiel 2:
Es soll eine zylindrische Coladose hergestellt werden. Dafir
0. Aufeabe soll moglichst wenig Material verbraucht werden. Der
-AdTE Inhalt der Coladose soll 330 ml sein. Wie miissen Héhe und
Durchmesser gewahlt werden?
1. Skizze "

2. Zielfunktion

Flacheninhalt soll méglichst grold werden!

1
Ao(d,h)=2-Z-d2-7r+7r-d-h

3. Nebenbedingungen

Inhalt: V = 330 ml = 0,33 [ = 0,33 dm?
1
V=033=_-d"m-h

33 1,32

h = =
25-d?2-m d?-m
Einsetzen in Zielfunktion

4. Nebenbedingung umstellen Ao(d) = 1 PZomtmed- 1,32
2 d?-m
1 2 1,32
= E . - TT + d
, 1,32
Ap(d)=d -m— 72
1,32
0=d-m— 7
1,32
az T
1,32 =m-d3
5. Zielfunktion ableiten und 3(1,32
Extremwert bestimmen/ — = d = 0,75
Gberprifen .
Uberprifen:
iy 2,64
A (d) =n+ F

311,32
A" =3
s

> A" (d) > 0 > Minimum

6. Aufgabe noch einmal lesen und
Losungen berechnen

d=075dm=75cm

__L32dm7 s dm =75
- (0,75dm)? -t m= Ao am
1

Ap==-d* m+m-d-h=265dm?

2
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5.6. Integralrechnung

Die Integralrechnung wird meist dazu benutzt, Flachen unter bestimmten Kurven zu berechnen.

5.6.1. Obersumme/ Untersumme

Dies ist ein Hilfsmittel zur ndherungsweisen Bestimmung der Flache unterhalb einer Kurve. Dabei
werden Kurvenabschnitte durch Rechtecke beschrieben und deren Flacheninhalt berechnet.

Beispiel 1:
Bildung der Untersumme von f(x) = x2 im Intervall [0; 1] mit einer Schrittweite von 0,2
Bei der Bildung der Untersumme ist darauf zu
achten, dass die Rechtecke stets unterhalb der
Funktion sind.
Berechnung:
1
[0;0,2] - A1=f<0-§)'0,2=0 n
1
[0,2;0,4] - A, = f(l E) -0,2 =0,008
1 -0.1 o 01 02 03 04 05 08 07 08 09
[0,4;0,6] - A3 = f(2 §) -0,2 =0,032
1
[0,6;0,8] » A, = f(3 E) -0,2=0,072
1
[08;1] - Ag= f<4 . §> -0,2=0,128

AUgeS = Al +A2 +A3 +A4, +A5 = 0,24

Beispiel 2:
Bildung der Obersumme von f(x) = x2 im Intervall [0; 1] mit einer Schrittweite von 0,2

Bei der Bildung der Obersumme ist darauf zu "
achten, dass die Rechtecke stets oberhalb der
Funktion sind.

Berechnung:

[0;0,2] - A;=/(0,2)-0,2=0,008
[0,2;0,4] - A, =1(0,4)-0,2=0,032

[0,4;0,6] - A3 =/(0,6)-0,2=0,072

[0,6;08] - A,=1(08)-02=0,128

[08;1] - A:=f(1)-02=0,2

Agyes = A1+ Ay + Az + Ay + As = 0,44 V
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Eine Annaherung an den tatsachlichen Flacheninhalt kann durch eine Grenzwertbetrachtung erreicht
werden. Exemplarisch soll hier die Untersummenbildung dargestellt werden, fiir die
Obersummenbildung gilt es analog.

Bildung der Untersumme, wenn f(x) = x2 im Intervall [0; 1] in n gleichgroRe Teile zerlegt wird:

In Beispiel 1 wurde die Untersumme exemplarisch fiir 5 gleich groRe Teile berechnet.
Verallgemeinert man dieses Vorgehen auf n gleich grol3e Teile, so ergibt sich:

03] = 4= (0-3) 5
== (15)
il == (25) 5
i ARV (RN

] n
AUges:f<0'%)'%+f(1'%)'%-l_f(z'%)'%-l_"'-l_f((n_l)'%)'%

- ‘(n+1)-@2n+1
Z(i2)=n (n+ )6(n+ )

1 _(o 1)+ (1 1)+ (2 1)+ f(tm-1)-2
T n _f n f n f n flin n

1 [/0\% [1\2 [2\? n—1\2
S ICRORERE S

n [\n n n n

1 o2 12 22 (n—1)2 Summe der Quadratzahlen:
=-S5t 2+_+ i —

n |n* n n

1

TR

02 +124+22+ -+ (n—1) ‘
Summe der Quadratzahlen

i‘[(n—l)-(n—1+1)-(2-(n—1)+1)

6
1 2n3—3n? +n 2n® —3n?+n
n3 6 6n3
1
% —
n—oo

5.6.2. Bestimmtes und unbestimmtes Integral

Im vorangegangen Abschnitt wurde die Ober- bzw. Untersumme einer Funktion gebildet und mittels
Grenzwertbetrachtung die genaue Flache ermittelt.

Der Mathematiker G.W. Leibniz flihrte dafiir die Integralschreibweise ein.

Integrations-

b varlable
f f(x) dx
—~Qa

\__,__J

unte re
Grenze : mtegrand

(Gelesen: Das Integral von a nach b von f(x) nach dx.)
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Beispiel:
1

1
2 —
fx dx—3

0
Die untere und obere Grenze gibt hierbei das Intervall an, in dem die Flache berechnet werden soll.

Der Integrand ist die dafiir zugrunde liegende Funktion.

Fiir das bestimmte Integral gelten einige ,,Rechenregeln®:
» Sonderfille

ff(x) dx = —faf(x) dx
a b

faf(x)dxzo

» Linearitat
b

jb (f + 9)C0) dx = jb fo0 dx £ [ g dx

a
b

[ ks dx=k-fbf(x>

a
» Monotonieeigenschaft

Wenn fir alle x € [a; b] gilt, dass f(x) < g(x), dann
b b
ff(x) dx < fg(x) dx

a
> Integrierbarkeit im Teilintervall

Ist c € [a; b], so gilt:

ff(x)dx:ff(x) dx+ff(x)dx

Der Unterschied zwischen dem bestimmten und den unbestimmten Integral sind die Grenzen.
Waihrend das bestimmte Integral eine obere und eine untere Grenze besitzt — also eine ganz
bestimmte Flache einschlielt —, besitzt das unbestimmte Integral keine Grenzen und dient lediglich
der Bestimmung der zugehdrigen Stammfunktion.

5.6.3.Integralfunktion, Stammfunktion und Hauptsatz
Die in Abschnitt 5.6.1. beschriebene Methode zur Bestimmung der Flache unter einer Kurve kann

verallgemeinert werden.
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Beispiel:
Gegeben sei die Funktion f(x) = x2 + 5 und das Intervall [0; b]. Es soll die Flache unterhalb der
Kurve berechnet werden. Das Intervall soll dabei in n gleichgroRRe Teile zerlegt werden. Jeder

Abschnitt ist demnach % groR.

0 ] =24, = (0 b) b
o =f(0-2) 2
'b_2b N (1 b) b
n’ n 2=f n/ n
2b 3b (2 b) b
—_— = o —]. =
n’' n 3=/ n/ n

[(n—1)-b n-b b\ b
; ]:>An=f (Tl—l); -

n n

AUgeS == Al +A2 +A3 + +An

oA R O R G See] R

S|

2

b b\? b\? b\? b
=—- (0-—) +5+(1-—) +5+(2-—) +5+-+|(n—1)-—] +5

n n n n n

b [ 12p2 22p? (n — 1)2b2
=—[5+—+5+—+5++—F—+5

n n n

b [ b [1?b%? 22%p2 (n — 1)?b?
=—|5454+54++5|+— | +—++—F—

n ni|n n n

n-mal

5-n-b b3

= +—- 12+22+---+(n—1)2]
n n Summe der Quadratzahlen
b2 m—-1)n-2n—-1
_gpy S D CroD)
n 6
—5b+b3 2n® —=3n%+n
B n3 6
_5b+b3-(2n2—3n+1)
B 6n2
1

—5b+—=-b3
n—oo 3

Damit wurde die Integralfunktion f(x) = x2 + 5 zur unteren Grenze 0 gebildet. Dies kann
verallgemeinert werden, indem die untere Grenze nicht immer 0 sein muss, sondern beliebig in
einem bestimmten Intervall sein kann.

Begriffskldrung Integralfunktion:

Die Funktion f(t) sei in einem Intervall I stetig und es gilt a € I. Dann heift die Funktion

Ja() = j F(Odt

fir x € I Integralfunktion von f(t) zur unteren Grenze a.

Ausgehend vom Begriff der Integralfunktion kann der Begriff Stammfunktion gebildet werden.
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Begriffsklarung Stammfunktion:

Sei f eine auf einem Intervall I definierte Funktion. Dann heilt die Funktion F Stammfunktion
von f im Intervall I, wenn fiur alle x € [ gilt:

F'(x) = f(x)

Das bedeutet, dass es zu einer Funktion f mehrere Stammfunktionen F geben kann, die sich lediglich
in einer additiven Konstante unterscheiden.

Beispiel:

Zur Funktion f(x) = x? gibt es die Stammfunktion F (x) = §x3, aber auch F(x) = §x3 + 4 oder
F(x) = §x3 —2013.

Allgemein kénnen alle Stammfunktionen von f(x) = x2 angegeben werden mit F(x) = %x?’ +c,

wobei c die additive Konstante ist.
Um aus der Stammfunktion das bestimmte Integral zu berechnen, bendtigt man den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

Sei eine Funktion f auf einem Intervall [ stetig. Weiterhin sei F die Stammfunktion von f in I.
Dann gilt fira,b € I:

b
f FGdx = [FOLL = F(b) — F(a)

Beispiel:
Berechnung des bestimmten Integrals der Funktion f(x) = x2 im Intervall [0; 1]:
1

1 .1t 1 1 1

Zd = [=x3 :—-13__.03:_

fx X [3x]o 3 3 3
0

5.6.4. Integrationsregeln
Mit Hilfe der vorgestellten Methode lassen sich Regeln zur Bestimmung der Stammfunktion

herleiten. In Abschnitt 5.6.2 wurden auch schon Regeln vorgestellt.

Seite 23 von 27



Corinne Schenka Vorkurs Mathematik WiSe 2012/13

Name Regel Beispiel
1 1
f(xl/z)dx = x 112
fx)=x™" mit ne R\ {—1} 7t1
Potenzregel 1 2 3
F = . xntl =2 . x3/
() n+1 x %
=233
3
fx -sin(x) dx
wird verwendet, wenn die Funktion f -
u=x u =1

Partielle aus einem Produkt besteht: v =sin(x) v =—cos(x)

Integration
cDNdx =u - v — "o0)d
f(u vidx=u-v f(u v)dx F(x) = x - (= cos(x)) —f(1~sin(x))dx
= —x - cos(x) — (— cos(x))
=cos(x) - (—x+1)
f(Sx + 4)2013(x
. . 5x+4=t
wird verwendet, wenn man eine t 4
lineare innere Funktion hat: X==—=
Lineare 51 5
Substitution , dx = =dt
[ reodx = | flg@@1-g'@at x=z
1 1
mit x = t)und dx = g'(t)dt 2013, _ - .12014
g(®) g'(®) ft cdt =c—
1
_ . 2014
10070 ©*X Y
5.6.5.Grundintegrale und spezielle Integrale
Funktion Stammfunktion Funktion Stammfunktion
O =2 F(x) = Injx] FG) = a* FOO) = - a¥
In(a)
f(x) =e* F(x) =e* f(x) =In(x) F(x) =x-In|x| —x
f(x) = sin(x) F(x) = —cos(x) f(x) = cos(x) F(x) = sin(x)
+ b n+1
f(x) = tan(x) F(x) = —In|cos(x)| f(x) = (ax + b)" F(x) = o (n 4? 1)
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5.6.6. Spezialfille der Flachenberechnung
Bei der Flachenberechnung treten haufig — in Abhangigkeit der Aufgabe — folgende Spezialfille auf.

5.6.6.1. Flachen oberhalb der x-Achse
Dieser ,Spezialfall“ wurde in Kapitel 5.6. behandelt. Es handelt sich um Flachen, die komplett

oberhalb der x-Achse liegen.

Beispiel:
Gegeben sei die Funktion f(x) = In(x) mit x < 0. Es soll der Flacheninhalt der Funktion im Intervall
[5; 10] mittels Integralrechnung bestimmt werden.

Skizze:

Berechnung: : ‘ w
10

f In(x) dx = [x - In]x| — x]°
5

= (10 -In(10) — 10) — (5 - In(5) — 5)

=5-In(20) — 5

~ 9,98
Der Flacheninhalt, den die Funktion f(x) = In(x) im Intervall [5; 10] mit der x-Achse einschlieRt,
betragt 9,98 FE.

5.6.6.2. Flichen unterhalb der x-Achse
Bei diesem Spezialfall handelt es sich um Flachen, die komplett unterhalb der x-Achse liegen. Das

interessante an diesem Fall ist, dass die Flachen negativ werden, also der Betrag zum Schluss noch
gebildet werden muss, wenn es um Flachenberechnung geht.

Beispiel:
Gegeben sei die Funktion f(x) = —0,1x2? — 1. Es soll die Fliche im Intervall [—3; 3] bestimmt
werden.
Skizze: "
(4]
4 2 -1 0 1 2 8 4
Berechnung: T -i
: 3 el 2
-0,1
j(—O,lxz —1)dx = [—x3 — x] s
3 -3
-3
_ (—0,1 33 3) -0,1 (=3)? — (=3)
U3 3
=-7,8

Der Flacheninhalt, den die Funktion f(x) = —0,1x% — 1 im Intervall [—3; 3] mit der x-Achse
einschlief3t, betragt 7,8 FE.
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5.6.6.3. Flichen, die sowohl oberhalb als auch unterhalb der x-Achse liegen
Bei diesem Spezialfall ist es wichtig, vorher die Nullstellen zu bestimmen, wie folgendes Beispiel
zeigt.

Beispiel:
Gegeben ist die Funktion f(x) = %x — 2. Im Intervall [—1; 9] soll der Flacheninhalt berechnet

werden.
Skizze:

Berechnung Integral: |

9 ] ﬁi:fg T 6 T8 9
[ Gr=d)ac=fire- x
( 2_2. 9) (%-(—1)2—2-(—1)>

Berechnung Flacheninhalt:

I
—
/N
N |

8

I

N
N—

&

X

+

B
/N
N =

=

I

N
N———

&

x

4 9

[ 1
= _sz - Zx]_1 + [sz — 2x]4

= (%.42—2.4)—(%.(—1)2—2-(—1)>’+’(%-92—2-9>—<%-(4)2—2-(4))‘

B 25+‘25_25_125
1 4 4| 2 77

Der Flacheninhalt, den die Funktion f(x) = %x — 2 im Intervall [—1; 9] mit der x-Achse einschlief3t,
betragt 12,5 FE.

5.6.6.4. Flichen zwischen zwei Funktionen
Bei diesem Spezialfall miissen zunachst die Schnittpunkte der beiden Funktionen ermittelt werden.

Anschliefend kann mittels Intervalladditivitat die Flache berechnet werden.
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Beispiel:
Gegeben sind die zwei Funktionen f(x) = x? und g(x) = —x? + 5. Im Intervall [—2; 2] soll der
Flacheninhalt berechnet werden, den beide Funktionen einschlieBen.

Skizze: 6
BT
Berechnung: AuE
1. Schnittstellen bestimmen: \ e
“. .‘. z
@) = g(®)
xZ = _x2 +5 -4 -3 3:‘—2 fﬂﬂ_u/w 2\ 3 4
2x?> =5 [ o "
5 |
2 _ |
Xc ==
2
5
x = -
.2

2. Flache berechnen:
2

2
f(f(x) —g(x))dx = f(sz — 5)dx
22

-2
e 3
2 2 2

f (2x? = 5)dx + f (2x? = 5)dx + f(sz —5)dx
2

5 5
—\z z
5-v10-14| |-10-v10| [5-V10- 14
= + +
3 3 3
20 - /10 — 28
=——F —~ 1175

Der Flacheninhalt, den die beiden Funktion f(x) und g(x) im Intervall [-2; 2] gemeinsam
einschlieRen, betragt 11,75 FE.
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