1. Differentialgleichungen

1.6  Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen mit der Methode der
,variation der Konstanten®.
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1.6.1 y'+%y =3xex y(l)=e

zug. hom.: 0=y’ +i2y
X

dy__vy
dx  x?
dy dx
vy X
dy _ _|dx
.[y B sz
lnM:l+C
X
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y|=ex" =exe

y = Cex

Variation der Konst.: C: C=C(x), y=C(x)ex

1 1 1
y'=Cex + Cex (——zj
X
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C'ex +C}XE/LZ/j+)—/€€:=3xeX
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1
=vy= (%xz + KJeX (allg. Lsung)

y(l):(%JrKje:e —>K:—%

1
=y= [%xz —%jex (spez. Losung)



1.6.2 y'+2y =5x’¢™  y(0)=25

zug. hom.: y'+2y=0
char. Gleichung: A +2=0, A=-2
-2X

y, =Ce
Variation d. Konst.:

y =Ce™
yr — C!e—ZX _ 2Ce—2x
in inhom. DGL:
Ce™ 2ee™ ;zee‘ﬁ = 5x%e ™
Ce™ =5x% "
=5x%e™* ‘ j
C= j5x2e"dx

mit part. Integration:
u=>5x*u =10x

V=e*,v=—e"
C=-5xe" + lojxexdx

u=x,u =1
vVi=e,v=—e"
C=-5x’e™ —10xe™ + loje‘xdx
C=-5x’¢ —10xe™ —10e™ +K
C=—e™ (5% +10x +10) +K
=y= [—e”‘ (sz +10x + 10) + K}e’2
y =Ke™ — (Sx2 +10x + lo)e’3X (allg. Losung)
y(0)=25
25=K-10 = K=35
=y =35 —(SX2 +10x + lo)e‘3X (spez. Losung)



-2X

1.6.3 y' +2y = ©

2X +1 y(0)=4

zug. hom.: y'+2y =0
charakt. Gl.: A+2=0 —> A=-=2

y, = Ce ¥
Var. d. Konst.:
y = Ce ¥
y' =Ce ™ -2Ce™
in DGL:
Ce™ 2ee™ soee™ -
2x +1
Ce™ = e” ‘: e’
2x +1
, 1
- L U(...)dx

Czlln‘2x+1‘+K
2

=y= Gln\zx +1)+ Kje‘2X (allg. Losung)

y(0)=In(1)+K =4
K =4

=y= (%ln\zx +1)+ 4je‘2X (spez. Losung)



=5X

e
4x* +1

1.6.4 y' +5y = y(0)=0

zug. hom.: y'+5y=0
charakt. Gl.: A+5=0 —> A=-5

yh — Ce—SX
Var. d. Konst.:
y =Ce™
yr — Cre—SX _ 5Ce—2x
in DGL:
—5x
Ce™ —see™ 4566 = —
4x- +1
Cre—SX — e—SX ‘: e—Sx
4x* +1

C= (jx :larctan(u)+K
4x°+1 2

lin. Substitution: 2x =u, E =2,dx = ldu
dx 2

C= %arctan(zx) +K
—vy= Barctan(zx) + K}esx (allg. Losung)
y(0)=K=0

=y = %arctan(zx)e5X (spez. Lésung)



1.6.5 sin(x)y +cos(x)y’ = xcos’(x) y(0)=-2

zug. hom.: sin(x)y +cos(x)y' =0

(
d
d—ycos( ) = —sin(x)y

sl dx ‘ .[ (...

y cos(x)
njy| = ln‘cos(x)‘ +C
n|y| —ln‘cos(x) =C
y _ ~
n cos(x)| ¢
Y = &%, mit C =2
cos(x)
y
cos(x) =¢
y, = Ccos(x)
Var. d. Konst.: C ist nun Funktion von x
y = Ccos(x)
y' = C'cos(x)—Csin(x)
in DGL:

xcos’ (x) = sin(x)(Ccos(x))+cos(x)(C’cos(x) - Csin(x))
xcos’ (x) = Cco in(x) +C'cos’(x) —Cc in(x)

x cos’ (x) = C'cos*(x)
C' = xcos(x) U()dx
C= jxcos(x)dx = xsin(x)—jsin(x)dx

u=x,u =1
V' = cos(x),v = sin(x)
C = xsin(x)+cos(x) +K
=y= (xsin(x) +cos(x) + K)cos(x) (allg. Losung)
y(0)=1+K=-2
K=-3
—>vy= (xsin(x) +cos(x) —3)cos(x) (spez. Losung)



-2Jx

Y e
166 y + —=—— 0)=2
y Ix X2 +2x+1 ¥(0)
Y
zug. hom.: +——==0
g y \/;
dy __y
dx  x
dy __dx U( )
y  Jx
n|y| = 2Jx +C
M _ et _ e-z&eé’ C = +e
y — Ce72\/;
Var. d. Konst.: C ist nun eine Funktion von x
y = Ce™

1
y' =Ce> 1 ce (—2 % X 2]

C
r_ Cre72\/; _ _e72\/;
Y Jx
in DGL:
C,e,Z&_Ce}/ZJrCe]”Z: eV
Jx Jx X2 +2x +1
O
X°+2x+1
— J(...)dx
(x+1)
C——L+K
X+1
=y= (_Ll + Kje”; (allg. Losung)
+
y(0)=K-1=2—>K=3
:y:(3—Lje2&
X+1



