2. Laplace-Transformation

Aufgabe 2.1 Nachfolgend fur t > 0 definierte Funktionen haben fur t <0
den Funktionswert f(t) = 0. Transformieren Sie mit der Tabelle
in den Bildbereich der Laplace-Transformation!

2.1.2. f(t)=1+2t+¢t’

1 2 2
f(t)=1+2t+t2 —oF(s):ngS—erS_3

2.1.3. f(t)=(1+2t+t)e™

— 1 2 2
()= (2t )™ = F () = o o ey

f(t)=e'+e" (=2cosh(t))




f(t) = %(et —e')  (=sinh(t))
S F(s)zé(i—ij
~F=3{z5)
— F(s) = 1

2.1.6. f(t)=sin(2t)+3cos(2t)

f(t)=sin(2t)+3cos(2t)

—oF(s)— 2 N 33 2+3s
s+4 s"+4 sT+4

2.1.7. f(t)=e"[sin(2t)+3cos(2t)]

f(t) = e ™*[sin(2t)+3cos(2t)]
oF(s) - 2, 3(s+4) _ 3s+ld
(s+4)2+4 (s+4)2+4 s’ +8s+20

Aufgabe 2.2 Berechnen Sie die Bildfunktion unter Verwendung des Integrals,
welches die Laplace-Transformation definiert.

2.2.1. f(t)=5 2 0<t<2n



F(s)= jf (t)edt

0
2n b

= liijeStdt + j 2cos(3t)e"'dt

( 2 8 2 P
— E)Lr?o{ —;e sz +9eSt(3sin(3t)—scos(3t))L}
efzns _ 2 0
S
+l1m{ {3sm 3b scos(3b);i—3sin(3-27c)e’2“S —scos(3-2n)e2’“}
-0
=0 =1
B ——e‘“s 2 2se
s s s*+9
2o 25 o
s (e 1) 219
0 t<O0
2.2.2. f(t)=4 A 0<t<3
Ae (3 3<t

F(s)= jf(t)e“dt

0
3 b 3 b

= lim J- Adt +IAe‘(t‘3)e‘Stdt = lim J- Adt + J- Ae gt

=lim —Ae’3s+é_ A efb(5+1)+3+ A o3
S S s+l s+l



Aufgabe 2.3 Transformieren Sie mit der Tabelle der Laplace-
Korrespondenzen vom Bild- in den Zeitbereich. Falls notig,
zerlegen Sie die Ausdrucke zunachst in Partialbriiche.

2.3.0. F(s)=— L = f(t)=e
2.3.2. F(s)=— L. = f(t)=5e
2
233, F(s)=5—,
2
F(s)=

-4 s+2 s-2
2 _A(s—2)+B(s+2)

s -4 (s+2)(s-2)

Zahlervergleich:
2=A(s-2)+B(s+2)

1.Weg —Nullstelleneinsetzen :
s=2—->2=4B
S=-2—2=—4A

2.Weg — Koeffizientenvergleich :
s:0=A+B
s':2=-2A+2B

f(t)= %(e2t - e’“)
f(t) = sinh(2t)



2.3.4. F(s)=—— E = f(t) = sin(2t)

S +4
2.3.5. F(s)= 5214 S = f(t) = cos(2t)
2.3.6. Hg=§s4
S
F(s)=
S A B

4 s+2 s-2
s A(s—2)+B(s+2)
s’ —4 (s+2)(s-2)
Zahlervergleich :
s=A(s-2)+B(s+2)

1.Weg —Nullstelleneinsetzen :
s=2—>2=4B
s=-2—>-2=-4B

2.Weg — Koeffizientenvergleich :
s':1=A+B
s":0=-2A+2B

A=t gl
2
[
F(s) y5i3 253 ‘L {.}
f(t)= %(e2t +e)

f(t) = cosh(2t)

1
2.3.7. F(s)=
() (s+2)2
F(s) = ! - ‘L"{...} Dampfungsregel
(s+2)

f(t)=te™



1.Weg — Partialbruchzerlegung :

F(s)— s _ A . B 2:A(s+2)+B
(s+2) (s+2) (s+2)
Zahlervergleich :
s=A(s+2)+B
s=-2 > -2=B
s' - 1=A
1 -2 .
F(S) = (s N 2) (s N 2)2 ‘L

1
2.3.9.F(s)=
() s+5)3
F(s)= ! - ‘L‘l {..}  Dampfungsregel
(s+5)



1.Weg —Partialbruchzerlegung :
F(s)= s _ A B C

(s+5) (5+95) (s+5) (s+5)
A(s+5)2+B(s+5)+C
(s+5)3

F(s)=

Zahlervergleich:
s=A(s+5)2+B(s+5)+C
s=-5 > -5=C
s: o> 0=A
ss: —> 1=10A+B —» B=1

F(s)= + s

2.Weg - Differentationsregel :

F(S):S(s+5)3 =5-G(s)
G(s)= (5:5)3 mit  g(t) =%e5t



SZ

(s+5)

2.3.11.F(s) =

3

1.Weg —Partialbruchzerlegung :

F(s) s’ A B C

(5+5) (5+5) (s+5)  (s+3)
A(s+5)2+B(s+5)+C
(s+5)3

F(s)=

Zahlervergleich :
52 :A(s+5)2 +B(s+5)+C
s=-5 > 25=C
2

S . - 1=A
s S 0=10A+B — B=-10

F(S) 1 -10 25

—h
—~
—~
N—
I

e _10te*t — e
2

2.Weg - Differentationsregel :

F(s)=s 3] =5>-G(s)
567, :5)3 mit  g(t)= e



1

2.3.12.F(s)= 5

P +65+13=0 = 5,=-3%2j

DerNennerhatkonjugiertkomplexeNullstellen.
Deshalbist quadratische Erganzung zweckmaRiger alsPartialbruchzerlegung

. !

S

2.3.13. F(s)= 513

Wie in 3.12 wird auch hier die gadratische Erganzung benutzt

S

F(s =——-—— gedampfter Kosinus erfordert Uberall s +3
(s+3) +4
s+3)-3
(o=
(s+3) +4
s+3)-3 s+3 3
F(S): ( )2 - ( 2) N 2
(s+3) +4 (s+3) +4 (s+3) +4
(s+3) 3 2

F(s)= L

(s+3)2+22 2 (s+3)2+22

f(t)=e" {cos(Zt) - %sin(Zt)}



s+1

2.3.14. F(S) :m

Wie in 3.12 wird auch hier die qadratische Erganzung benutzt

") e
_(s+3)-2
F@)_(s+gz+4
F(s) = (s+3) 2 L.

(s+3)2+22 (s+3)2+22

f(t) = e[ cos(2t) - sin(2t)]

Aufgabe 2.4 Fuhren Sie die Partialbruchzerlegung durch und transformieren
Sie danach in den Zeitbereich.

1 A B
—+

s(s+1) s s+l
1 A(s+1)+Bs

s(s+1) s(s+1)

Zahlervergleich :
1=A(s+1)+Bs

Nullstellen einsetzen:
s=0=>1=A
s=-1=1=-B, B=-1I



S+2
2.4.2. F(s):m

S+2 A B
(s—2)(s+3) s—2 543

s+2  A(s+3)+B(s-2)
(s-2)(s+3) (s-2)(s+3)

s+2=A(s+3)+B(s-2)

Nullstellen einsetzen:

S=2=4=5A, A:%

S=-3= 1= 5B, B:%

ESR I B B
F(s) Ss-2 5543 “ b

f(t) :%e2t +%e‘3t

2.4.3. F(S):m
S _ A N B N C
(s+1)(s+2)2 s+1 s+2 (s+2)2
s :A(s+2)2+B(s+l)(s+2)+C(s+l)
(s+1) s+2)2 (s+1)(s+2)2
S :A(52+4s+4)+B(sz+3s+2)+C(s+l)
(s+1)(s+2)2 (s+1)(s+2)2

s:A(s2 +4s+4)+B(s2 +3s+2)+C(s+1)
Nullstellen einsetzen:
Ss=-1=>-1=A
s=—2=-2=-C
Koeff.-Vergleich:
s :0=A+B
A=-1; B=1 C=2

F(s) =~ b (..

s+l s+2 (s+2)

f(t)=-e"+e? +2te™




(s+1)(sz+2)

S A Bs+C
(s+1)(52+2) Tsel s 42

s _ A(s2 +2)+(Bs+C)(s+1)
(s+1)(s2 +2) (s+1)(s2 +2)

2.4.4. F(s)=

Zahlervergleich :
s = A(s2 +2)+(Bs+C)(s+1)

Nullstellen einsetzen:

Koeff.-Vergleich:

s>:0=A+B
s":0=2A+C
a-2lop-l. 22
3 3 3
-1 1 1s+2

F(s)= 3s+1 3512

11 1 s 22
=——+ +

F(S)_ 35+1 35242 3 5242

f(t)= _?le‘t + %cos(x/it) + gsin(ﬁt)



2.4.5. F(s)=

S°+45+29=0 = s, =-2%5]

= qudratischen Term zusammen lassen

2s+3 _ A N Bs+C
(s—1)(s*+4s5+29) s-1 s +45+29

2543 A(s2 +4s+29)+(Bs+C)(s—1)
(s-1)(s*+4s+29)  (s—1)(s* +4s+29)

25+3:A(sz+4s+29)+B(52—s)+C(s—1)

Nullstellen einsetzen:
s=1 = 5 =34A

Koeff.-Vergleich:

s>:0=A+B
s':3=29A-C
A=i; Bz_i; C=£
34 34 34
Fls)=2 -2 =B
34s—1 34s*+45+29 345’ +4s5+29
5 1 5 (s+2 53 1 5 .
F(S)=— IR ( 2) T 2 ‘Ll{}
34s-1 34(s+2) +25 34 5 (s+2) +25

_i t_i -2t ﬁ . 2t
f(t)_34e 34cos(St)e +17051n(5t)e

_ S ¢ €
f(t)_34e 170

-2t

[ 25cos(5t) - 53sin(st)e ™ ]



Aufgabe 2.5 Losen Sie folgende Anfangswertaufgaben mit der Laplace-
Transformation.

2.5.1. Xx—4x-5x=0;  x(0)=1,%(0)=-2

x4x5x0‘L}

{
=5’X(s) —sx(0) - x(0) — 45X (s) + 4x(0) - 5X(s)
0=5X(s)—s+2—4sX(s)+4—-5X(s)

S—6= X(s)(sz—4s 5)
s—6
Xo) =5 as
s-6 A B
52—45—5_(s+1)+(s—5)
s—6 _A(s—5)+B(s+1)
s?—4s—5  s*—4s5-5
s—6=A(s—5)+B(s+1)
Nullstellen einsetzen:
s=5=1=6B
s=-1=-7=-6A

o
I

|

I

2.5.2. X-4x-5x=0;  x(0)=0,%(0)=0

.
.
.
——

X
—

t) = 0 = const.



2.5.3. x-4x-5x=3e";  x(0)=0,%(0)=0

%-4x-5x=3e" |L{.

=5 (5) - 9x(0) - X(0) - 45X (5) + 4x(0) - 5X(s)
2 =X (s) - 45 (5) - 5X(s)
é X(s)(s 45—5)
3
X(s)= (s- )(s —4s - 5)
3 A B C
52 -s5) (-2 ) -9)
3 :A(s+1)(5—5)+B(s—2)(s—5)+C(s—2)(s+1)
(s—2)(sz—4s—5) (s=2)(s+1)(s-5)
Zahlervergleich :

3=A(s+1)(s-5)+B(s—2)(s—5)+C(s—2)(s+1)

Nullstellen einsetzen:
s=2 =3=-9A
s=5 =3=18C
s=-1 =3=18B
1

a--L. g1, -1
3 6 6

X(s):—l r L1t 1 1) ‘L‘l{...}

3(s—2) 6(s+1) 6(s—5

x(t)= ;e2t+1et+1e



2.5.4. X-4x-5x=sin(3t);  x(0)=0,%(0)=0

% —4x-5x =sin(3t) [L{...}

$2+9=52X(s)—sx(0)— (0) —4sX(s)+4x(0) - 5X(s)
3
T 0" szx(s) —4sX(s) - 5X(s)
3
S2+9:X(s)(sz—4s—5)
3
X(s) =
) oy
3 _ As+B N C
(sz+9)(sz—4s—5) (sz+9) (s+1) (s- 5)
3 :(As+B (s+1)(s—5)+ C(s )s 5)+ (s +9)(s+1)
(sz+9)(sz—4s—5) ( 9)(5 (s—5)
3:(As+B s+1 +C(s +9) (s- 5 (s +9)(s+1)
Nullstellen einsetzen:
s=5 =3=204D
s=-1 =3=-60C
Koeff.-Vergleich:
s:0=A+C+D
s':3=-5B-45C+9D
A=2; B=21; c-—1; D=L
&5 170 20 68
As+B C D
X(S)_(52+9)+(s+1)+(s—5)
3 81

X(s)- 85170 1 1 |

1

$+9  20(s+1)  68(s—5)

3 s 27 3 1

1

(S):Es2+9+170s2+9_E(s+1)+&

1

x(t)= %cos(3t) +%sin(3t) —%e‘t -—e

1

68

1

-3 (SR



2.5.5. X-4x-5x=cos(4t);  x(0)=0,%(0)=0

X —4% - 5x = cos(4t) |L{...
: +16=52X(s) x(0 ) X(0)—4sX(s)+4x(0)-5X(s)
= +16 = 5’X(s) - 4sX(s) - 5X(s)
Tl (s)(s —4s—5)
X0 e 59
s _ As+B N C N D
(s +16)(s* —4s-5) (s’+16) (s+1) (s-5)
s _(As+B)(s+1)(s—5)+C(s* +16)(s—5)+D(s* +16)(s+1)
(s +16)(s* —4s-5) (s +16)(s+1)(s-5)
s=(As+B)(s+1)(s—5)+C(sz+16)(s—5)+D(52+16)(s+1)

Nullstellen einsetzen:
s=5 = 5=246D
s=-1 = —-1=-102C

Koeff.-Vergleich:
$:0=A+C+D
s’ :0=-5B-80C+16D

697’ 697’ 102 246
_2 64
__ 697" 697 1 1 5 1
X(s)= (s +16) T102(s+1) " 246 (s-5)
X(s)=—2L s 16 _4 1 I 5 1

697 (s> +16) 697 (s’ +16) 102 (s+1) 246 (s-5)

21 16 1 5
x(t)= —acos(4t) —as1n(4t) +@e +2T6e

(S



2.5.6. X—-4x-5x=7;  x(0)=0,%(0)=0
X-4x-5x=7 |L{..}

= 5°X(s) —sx(0) —x(0) —4sX(s) + 4x(0) - 5X(s)

(VIS Y I IS Y B BN
I
P
—
7
N
—_
0
38
I
N
)
I
W
N —

>
—~
(%]
~—~—
3
I

s+1 s-5 s
_As(s—5)+Bs(s+1)+C(s+1)(s-5)

X(s)= s(s+1)(s-5)

Zahlervergleich :
7=As(s—5)+Bs(s+1)+C(s+1)(s—5)

Nullstellen einsetzen:
s=5 = 7=30B
s=0 = 7=-5C
s=-1 = 7=6A
7

a='; B="L; c=-1
6 30 5

717 171
(S)_6s+1+305—5 5s ‘L v

x(t) ety T T
6 30 5



2.5.7. x-4x-5x=t>;  x(0)=0,%(0)=0

X-4x-5x=t* [L{...

5 =5 (s) = 5x(0) = x(0) - 4sX(s) + 4x(0) - 5X(s)
5 =5X(s) - 45 (5) - 5X(s)
S%zx(s)(sz—4s—5)
2
X(s) =
(5) 53(52—45—5)
2 _ A, B C,DLE
53(52—45_5)_s+1 s-5 s s ¢
) _As3(s—5)+Bs3(s+1)+Csz(sz—4s—5)+Ds(sz—4s—5)+E(sz—4s—5)
53(52—45—5)_ 53(52—45—5)

2= A(s4 —553)+B(s4 +s3)+C(s4 — 4’ —552)+D(s3 — 45’ —55)+E(s2 —4s—5)
Nullstellen einsetzen:

s=5 = 2=750B

s=-1 = 2=06A

s=0 =>2=-5E

Koeff.-Vergleich:

s':0=A+B+C
s':0=-5D-4E
3 375 125 25 5
TSR S T N 5 VI T R N T
3s+1 375s-5 125s 25s° S5s

ot 1 ot 42 8 l,,

1
3 375 125 25 5



2.5.8. X-4x+40x =sin(t);  x(0)=0,%(0)=0

% - 4 +40x =sin(t) |L{...}

5)—sx(0) —x(0)—4sX(s) + 4x(0) + 40X(s)

X(s)= (52 + 1)(521— 4s + 40)

s’ —4s+40=0 = 5, =2%6]

1 _As+B+ Cs+D
(s2+1)(s2—4s+40)_ s +1  s*—4s+40

1 (As+B)(s2 —4s+40)+(Cs+D)(s2 +1)

(52 + 1)(52 —4s+ 40) (52 + 1)(52 —4s+ 40)
1= A(s3 —4s® +40$)+B(s2 —4s+40)+C(s3 +s)+D(s2 +1)

Koeff.-Vergleich:
$:0=A+C
s:0=—4A+B+D
s':0=40A-4B+C

s':1=40B+D
Al 4 gl 4,2
1537’ 1537’ 1537’ 1537
4 39 4 23
1537° 1537 , 1537 1537
X(S): 2 T2
ST +1 S"—4s+40
4 39 1 i(s—2)+2i+i
X(s) = s . _ 1537 1537 1537
1537 +1 15375 +1 (s—2) +36
()2 s , 30 1 4 (s-2) 311 6 I
1537s* +1 1537s* +1 1537(5_2)2+36 1537 6 (5_2)2+36

2t

x(t) = $(4 cos(t) +39sin(t)) - 1?37 (4 cos(6t) + %sin(6t))




2.5.9. y+3y=2t+4e";  y(0)=0,y(0)=0

y+3y=2t+4e" ‘L{}
1 1

2S—2+4E =sY(s)—-y(0)+3Y(s)
1 1
2(s+1)+4s’

W =Y(s)(s+3)

1) +4s’ 4s* +2s+2
1

)(s+3) s*(s+1)(s+3)

s+1 s+3 s s
As*(s+3)+Bs*(s+1)+Cs(s+1)(s+3)+D(s+1)(s+3
RIS ILIG REGIEL R RIS
45’ +25+2=As’(s+3)+Bs’(s+1)+ Cs(s+1)(s+3)+D(s+1)(s +3)

Nullstellen einsetzen:
s=-3 =32=-18B
s=—-1 =>4=2A
s=0 =2=3D

Koeff.-Vergleich:

$:0=A+B+C
A=2 B:—E; C:—g; D:g
9 9 3

Achtung !!!

Die zweite Anfangsbedingung y(0) =0 wird nicht erfiillt. Uberzeugen Sie sich
davon, indem Sie die erste Ableitung von y bilden und t=0 einsetzen.

Fur die spezielle Losung einer DGL 1. Ordnung ist i.a. nur eine Zusatzbedingung
notwendig. Weitere Bedingungen konnten dann nur rein zufallig auch erfullt sein,
was aber hier nicht zutrifft.



2.5.10. y+3y =sin(2t);  y(0)=1,y(0)=0

y +3y =sin(2t) ‘L{}

O v(s)(s+3)

s°+6
e

Y(s) = As+B C

s +4 s+3
B (As+B)(s+3)+C(sz+4)

Y(s)- (52+4)(s+3)

Zahlervergleich:
52 +6=(As+B)(s+3)+C(s2 +4)

Nullstelle einsetzen:
s=-3 =15=13C

Koeff.-Vergleich:
s: 1=A+C
s':  6=3B+4C

A--2, g0, b
13 3 3
2 6

_ 137 13 151
Y(s)= 14 13543
Y(s) 2 s 6 1 2 15 1 n

13s°+4 13 2s°+4 13s+3

2 3 gin(at) s e
y(t)= 13cos(2t)+ 13sm(2t)+ 3¢

Achtung !!! Wie in 2.5.9 ist die Anfangsbedingung y(0) =0 nicht erfillt !



2.5.11% Y+y+y—1ldy =t; y(0)=y(0)=¥y(0)=0

t=y+y+y-14y |[L{..]

L 9¥(5)-2y(0) ~57(0)-5(0) +¥(5)-5y(0) - (0
+sY(s) - y(0)-14Y(s)

siz =5’Y(s)+5°Y(s)+sY(s)-14Y(s) = Y(s)(s3 +87 45— 14)
1

Y(s) = Nenner —Nullstelle s = 2
52(53 +¢? +s—14)

Y(s) = 2)(; Thee 7) konj.komplexe Nullstellen

Y(s)—A+E+ ¢, _Ds+E
s s s—-2 s 4+35+7

y _As(s—2)(sz+3s+7)+B(s—2)(sz+3s+7)+Csz(52+3s+7)+sz(Ds+E)(s—2)
(5)- sz(s—z)(sz+3s+7)
Zahlervergleich:
I:As(s—z)(52+3s+7)+B(s—2)(52+3s+7)+Csz(sz+3s+7)+sz(Ds+E)(s—2)
Nullstellen: s=0 =—=1=-14B s=2 =1=68C
K.-Vergleich: st 0=A+C+D
: s 0=A+B+3C-2D+E
s': 0=-14A+B
__ oot o8 gl 1D
196"~ 14> 68’ 833 833
8, 11

Y(s)=--l L1, 1 1 L, 833 833
s+1,5)2+—

i(s+15)+1’5'8+L
V(s)=—L L 11, 1 1, 8330 "7 833 833
(s+1,5)2+g
4

Y(s) L1 11 1 1 8 (s*LS) 23 2 J19/2

L L1 .
1965 145° 685-2 833(S+1’5)2+149 833 \/B(s+l,5)2+149

1,5t
V(t):—L—LHLeZt—e 8cos \/Bt =0 Gin \/Et
196 14 68 833 2 J19 9




Aufgabe 2.6 Transformieren Sie in den Zeitbereich unter Verwendung der
Faltungsregel!

2.6.1. F(s) = ——

1 1 1
F(S)_s3+4s_gsz+4

Fi(s) =

1 1 2 I .
FZ(S)=52+4=5'52+22 fZ(t)=ES]n(2t) fZ(t_i):

f(t)= %B cos(—2¢ + 2t)1:

f(t) = %(cos(o) —cos(2t))

f(t) =5 - cos(2)



2.6.2. F(s)= 1

(s+2)(s+3)

N
F(S) - (S+2) (S+3)2
F1(5)=(Si2) f(t)=e™ f(t-g)=e
0y f()-te  f(g-ge”
f(t) =1, (t)«f,(t) = jfl (t-¢)f,(g)de f,f, kommutativ !!
f(t)= .(ez(té)ge%)d&
f(t)= .(ge“ezée%)dg




