1. Differentialgleichungen

1.4 Lineare inhomogene DGL mit konstanten Koeffizienten

Aufgabe 1.4.1  ayj+by+cy =3e 2 a,b,ceR

a) Unter welcher Bedingung beschreibt die zugehorige homogene DGL eine
ungedampfte Schwingung wenn a>0 bekannt ist?

Losung:
Die charakteristische Gleichung mit ihren Losungen lautet:

2
arZ+br+c=0 = XZ+EX+E:O = x1/2=_£i by _¢c
a a 2a 2a a

Die zugehorige homogene DGL beschreibt eine ungedampfte Schwingung flr den
Fall, dass die Losung ihrer charakteristischen Gleichung rein imaginare konjugiert
komplexe A enthalt. Dies ist der Fall wenn sowohl b=0 ist (es liegt dann keine 1.
Ableitung von y vor) als auch c dasselbe Vorzeichen wie a hat, also c>0 ist

b=0 und c>0

b) Unter welcher Bedingung beschreibt die zugehorige homogene DGL eine
gedampfte Schwingung wenn a>0 bekannt ist?

Auch hier mussen die Losungen der charakteristischen Gleichung konjugiert

komplexe A - Werte sein, was unter der Wurzel einen negativen Ausdruck erfordert.
AuBerdem muss der Realteil negativ sein, was wegen a>0 auch b>0 erfordert.

b 2 C
(—J -—<0 und b>0



c) Losen Sie die DGL fiir den Fall a =2, b=16,c =30 und y(0)=2,y(0)=5.

Losung:
2y +16y +30y =3¢, y(0)=2,y(0)=5

homogene Losung:
0 =2y +16y + 30y
0=21%+161+30
0=x%+81+15
Ay =-3, A =5
y, =Cet+C,e™
partikulare Losung:

Y, ¥,,¥, in DGL:
3et = 2(4ae’2t) +1 6(—2ae*2t) + 30(ae’2t)
3e% = 8ae?' —32ae ' +30ae "

3e7%t = pae ™

1 ot
a=— — ——e
2 Yo =3

Y=Y +Y,
y=Ce'+Ce + %e‘Zt (allgemeine Lasung)
y=-3Ce>t-5C,e" —e™
1 3
y(0)=2 - (1) 2:C1+C2+E - E:C1+C2
y(0)=5 — (II) 5=-3¢,-5C,-1 — 6=-3C,-5C,
nach Losung des LGS:

¢ 2 .
4 4
_ 2 a2 st +%e2t (spezielle Losung)

4 4



d) Unter welchen Bedingungen wurde man bei der inhomogenen DGL
ay + by + cy = 3e7* von ,,mathematischer Resonanz*“ sprechen?

Losung:

Man spricht von ,,mathematischer Resonanz“, wenn die Storfunktion S(x) selbst

eine Losung der zugehorigen homogenen DGL ist.

Eine Teillosung der zugehorigen homogenen DGL muss also eine ebensolche
Exponentialfunktion mit dem Koeffizienten o = -2 im Exponent sein. Das ist der
Fall, wenn die charakteristische Gleichung mindestens eine reelle Losung A, = -2

aufweist.

Damit lasst sich die charakteristische Gleichung in der Produktform aufschreiben
und in die Summenform bringen und dann mit der zug. hom. DGL vergleichen:

(2=(-2))(r-2y)=0
(A+2)(r-2,)=0
M+ (22 +(-20,)=0

Vergleich mit charakteristischer Gleichung liefert

2-2, =

YO0 g |o

Auflosen nach A, und Gleichsetzen liefert schlieBlich

4a+c=2b

Unter der Bedingung 4a + c = 2b wird sich also stets (mindestens) ein A =-2
ergeben, so dass die Storfunktion S(x) =3e™*" zu mathematischer Resonanz fiihrt.



e) Finden Sie eine allgemeine Losung fur den Fall a=1,b=5undc=6 .

homogene Losung:

0=y +5y+6y
0=A%+51L+6
h=-2,A, =-3

y, =Ce 2t +Cet
partikulare Losung: Es tritt Resonanz auf; —2 ist eine einfache Nullstelle im A-Ansatz!

y, =ate™

y, = —2ate?* +ae " =ae ' (1-2t)

y, = 4ate™ —4ae™*" =ae ' (4t -4)
Ypr¥p: ¥, in DGL:

3 =ae (4t -4)+ 5(ae‘2t (1- 2t)) +6ate™2t
3e =ae ' (4t—4+5-10t + 6t)
3e 2t =g

a=3 - y, =3te”

y=Ce ™ +C,e” +3te™ (allgemeine Losung)



f)

Finden Sie die spezielle Losung fir den Fall a=1,b=4,c=4und
y(0)=2undy(0)=5.

homogene Losung:

0=y +4y +4y
0=A"+4rL+4
Mg =2

Y, =Ce 2t +Cte™
partikulare Losung: Es tritt Resonanz auf; —2 ist eine doppelte Nullstelle im A-Ansatz!
y, = atZe 2t

y, = 2ate”" - 2at’e " =ae™* (2t - 2t2)

y, = 2ae7" - 8ate™" + dat’e " =ae ™ (2 -8t + 4t2)
Yp¥p: ¥, in DGL:

3e?t =g (2 — 8t + 4t? ) + 4(ae‘2t (Zt —2t? )) +4at?e?t
3¢ —ae ™ (2-8t+ 41" + 8t -8t + 4t?)
32t = 2ae™

3 3.2 9t
a=—- - =—t'e
2 Yo =3

y=e2 (C1 +Ct+ %tzj (allgemeine Losung)

y=e?*(-2C, +C, -2t + 3t -3¢’
y(0)=2 - () C, =2
y(0)=5 — (II) 5=-2C,+C,, C,=9
-2t 3 2 : A
y=e (2 +9t+ Et j (spezielle Losung)



Aufgabe 1.4.2 y” +4y =5sin(3x)

homogene Losung:
0=y"+4y
0=A"+4
Aoy =0 £ 2]
yy, = €% [ Acos(2x)+Bsin(2x) ] = Acos(2x) +Bsin(2x)

partikulare Losung:
S(x) =5sin(3x)
y, =acos(3x)+bsin(3x)
y, =—3asin(3x)+3bcos(3x)
y; =—9acos(3x) - 9bsin(3x)

YpYp in DGL:
5sin(3x) = —9acos(3x) — 9bsin(3x) + 4(acos(3x) + bsin(3x))
5sin(3x) = cos(3x)[ —9a + 4a ] +sin(3x)[-9b + 4b |
5sin(3x) = —5acos(3x) - 5bsin(3x)

Koeffizientenvergleich:
sin(3x): 5=-5b — b=-1
cos(3x): 0=-5a — a=0
y, = —sin(3x)
y = Acos(2x)+Bsin(2x) - sin(3x) (allgemeine Lésung)
y'=—2Asin(2x)+ 2Bcos(2x) — 3cos(3x)

a)  Anfangswerte: y(0)=2, y'(0)=-3
y(0)=2 - () A=2
y(0)=-3 > (I) -3=28-3 — B=0

y =2cos(2x) —sin(3x) (spezielle Losung)

b)  Anfangswerte: y(0)=y'(0)=0
y(0)=0 — (I) A=0

(0) - _2B_ _3
y(0)=0— (I) 0=28-3 - B=7

y = %sin(Zx) —sin(3x) (spezielle Losung)



Aufgabe 1.4.3 y" —4y =5cos(3x)

homogene Losung:
0=y"-4y
0=2"-4
Ay =12

_ 2x -2x
y,=Ce” +Ce

partikulare Losung:
S(x) =5cos(3x)
y, =acos(3x)+bsin(3x)
y, = —3asin(3x)+3bcos(3x)
y; = —9acos(3x) - 9bsin(3x)

YpYp in DGL:
5cos(3x) = —9acos(3x) — Ibsin(3x) - 4(acos(3x) + bsin(3x))
5cos(3x) = cos(3x)[ -9a—4a |+ sin(3x)[-9b-4b ]|
5cos(3x) = —13acos(3x) —13bsin(3x)

Koeffizientenvergleich:
sin(3x): 0=-13b — b=0

cos(3x): 5=-13a — a:—%

5
Y, = —Ecos(3x)

y=Ce™ +C,e™ —%cos(3x) (allgemeine Lésung)

y'=2Ce™ -2C,e ™™ + %sin(3x)
a)  Anfangswerte: y(0)=2, y'(0)=-3

5
¥(0)=2 - () 2=C+C -

y'(0)=—3—> (II) -3=2C, -2C,

Losung des LGS:

B0
52 52

23 5, 101 . ..
=—e —e " ——cos(3x spezielle Losun
52 52 13Cos(3x) (s g)

¢



5

b)  Anfangswerte: y(0)=y'(0)=0
) 0-C+C—o

y(0)=0 {

%
y(0)=0 - () 0=2¢,-2€,
Losung des LGS:

5
C,=C =2
y = LTINS —icos(Bx) (spezielle Losung)
26 26 13
Aufgabe 1.4.4 X+10% +21x = 3t> +4e** mit x(0)=x(0)=0

homogene Losung:
0=X+10x+21x
0=2%+10% + 21
M=-3, A =-7

_ -3t -7t
X, =Ce " +Ce

partikulare Losung:
S(t)=3t" +4e™
x, =at’ + bt +c+de ™
X, =2at+b—2de”"

X, =2a+4de™

X Xp, X, 1N DGL:

3t? + 4672t = 2a + 4de %t +1 O(Zat +b- 2de*2t) + 21(at2 +bt+c+ def“)



Koeffizientenvergleich:
2: 3-2la > a=-
7

t: 0-20at2b — b=_20

147

€0: 0-2a+10b+21c — c=__128

3087

e2: 4-5d - dzg

1 20 158 4

X =_t2__ 4 * -2t
P 7 147 3087 5

X = Xp, + X,

allgemeine Losung :

X:Ce73t+c ef7t+l Z_E _ﬁ+ie*2t
1 2 7 147 3087 5
x= —3Ce ™ 7Ce”t + 2t 20 8om
7 147 5

Anfangsbedingungen :

4 158
X(0)=0 > () 0=CirCoritane

: 8 20
X(0)=0 - () 0=-3¢-7C,-¢-0

Losung des LGS:
=19 ¢ 70
18 3430

spezielle Losung :

X:—19e‘3t+701 7t 1 20 158 4

- AP _ &L
18 3430 7 147 3087 5

+—t2 + —

-2t



