1. Differentialgleichungen

1.3 Losen Sie die folgenden linearen homogenen Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten mittels der charakteristischen Gleichung.

Aufgabe 1.3.1 y+8y+15y =0
Losung
charakt. Gleichung :
A2 +8L+15=0
Ay =—4+/16-15
Ay, =—4+£1

AM=-3; A,=-5
allgemeine Losung :

_ -3x -5x
y=Ce " +Ce

Aufgabe 1.3.2 y' -4y’ +4y=0 mit y(0)=1, y(0)=2
Losung

charakt. Gleichung:
M —4n+4=0
Mjp=2+4-4

Ay, =2; doppelte Nullstelle

allgemeine Losung:
y = C.e?* +C,xe™

spezielle Losung:
y = C.e?* +C,xe™

y' =2Ce" +Ce™ (1+2x)

y(0)=1 - 1=C+0-C;; C =1
y(0)=2 - 2=21+C; C, =0

y=e (spezielle Losung)



Aufgabe 1.3.3 y"+4y"+4y' =0
Losung

charakt. Gleichung:
A +4r2+40=0
Mr2+4n+4)=0; 2 =0

hyy =—2%J4—4

A,;; =—2; doppelte Nullstelle

allgemeine Losung:

_ -2X -2Xx
y=C +C,e " +C;xe

du _du . .
Aufgabe 1.3.4 W+8E+25u=0 mit u(0)=A;u(0)=0

Losung

charakt. Gleichung:

A2 +81L+25=0
Ay = 4116 —25
hyy = —4%/-9

Ay, =—4£3j);  konjugiert komplexe Nullstellen
= u=e"*C cos(3t)+C,sin(3t)] (allgemeine Losung)

u=e*[C cos(3t)+C,sin(3t)]
U =—4e ™[ C cos(3t) +C, sin(3t) | + e[ -3C;sin(3t) + 3C, cos(3t) ]

U =e™*[(-4C, +3C,)cos(3t) + (-3C, - 4C, )sin(3t) |
u(0)=A — A=e"[Ccos(0)+C,sin(0)] — C,=A
u(0)=0 — 0=e’[(-4A+3C,)cos(0)+(-3A-4C,)sin(0)] - C, = gA

— u=Ae™ {cos(Bt) + %sin(3t)} (spezielle Losung)



3 2
Aufgabe 1.3.5 dY _gdY 5 50y -0
dx dx* dx
Losung
charakt. Gleichung:
A* —81% +50L+50=0
Horner — Schema :
1 -8 5 50
A=-2 -2 20 -50
1 -10 25 [0]
A2 —10A+25=0
A,3 =9; doppelte Nullstelle
allgemeine Losung:
y = Ce™ +C,xe™ + C,e ™™
4 3 2
Aufgabe 1.3.6 90 59T 4797 4300 g
dx dx dx dx
Losung

charakt. Gleichung:
A +503 #1702 +130=0
MR +507 +1724+13)=0; 2, =0

Horner —Schema :

1.5 17 13
hy=-1 -1 -4 -13
1 4 13 o]

A +40+13=0
Ay4 = —2%3j;  konjugiert komplexe Nullstellen
allgemeine Losung:

r=C,+Ce™ +e [ C;cos(3x)+C,sin(3x) |



3; y 2 .
Aufgabe 1.3.7 d——5d— 112—151 0 mit i(())zA;ﬂ :ﬂ =
dt “dt2  dt dt?|_, dtf,
Losung
charakt. Gleichung: A3 —50 2 411 —15=0
1 -5 11 -15

Horner —Schema :
=3 3 -6 15

1 2 5 @
A —20+5=0

A,3 =1£2j;  konjugiert komplexe Nullstellen

i=Ce’ +e'[C;cos(2t)+Cysin(2t)|  (allg. Losung)

i=Ce’ +e'[ C,cos(2t)+ Cysin(2t) ]
% =3C,e™ + e[ C; cos(2t) + Cysin(2t) | + e[ -2C, sin(2t) + 2C; cos(2t) |
% =3Ce™ +e'[{C, +2C;} cos(2t) +{-2C, + C;}sin(2t) |

::T =9C,e> + e[ {C, +2C;} cos(2t) + {-2C, + C5}sin(2t) ]
+e'[ -2{C, +2C,}sin(2t) + 2{-2C, + C,} cos(2t) |

2:
% =9C,e® +e'[{-3C, +4C;} cos(2t) + {-4C, — 3C,}sin(2t) ]

i(0)=A —> A=Ce’+e°[C,cos5(0)+Cysin(0)] - ()A=C +C,
% =0 > 0=3Ce%+e°[{C, +2C;}cos(0)+{-2C, +C,}sin(0) |

t=0

— ()0=3C,+C, +2C,
di

2 "0~ 0= 9C,e° +e°[ {-3C, +4C;} cos(0) +{-4C, —3C,}sin(0) |
t=0

— (I1)0=9C, -3C, +4C,

Gleichungssystem: Ergebnis C, = 5?, Cz—%; (O 9A

L e3t + Aet Bcos (2t) +—sm (2t) } (spez. Losung:)



Aufgabe 1.3.8

4 3 2
jtfj +83t‘j +26 jt;’ +48%+45u —0 mit u(0)=20;u(0)=15;i(0)=1i(0)=0

Losung

0=2"%+8)13+261% + 48) + 45 (charakt. Gleichung)
A, = A, = -3 (doppelte Nullst.) A5, =-1£2j (konj. kompl. Nullst.)

u=C,-e " +Cte* +e*[C cos(2t)+C, sin(2t)|  (allg. Lsg.)

u=Ce +Cte” +e [ C;cos(2t)+ C sin(2t)]

U=-3Ce +Ce (1-3t)+e*[{2C, - C;}cos(2t) + {-2C; - C,}sin(2t)]
(=9Ce™ +Ce (9t—6)+e*[{-3C, —4C,} cos(2t) + {4C; —3C,}sin(2t) |
U=-27Ce™ +C,e7 (27 -27t) + e *[ {11C; - 2C, } cos(2t) + {2C; —11C, }sin(2t) |

u(0)=Ce®+C,-0-e% +e°|Cycos(0)+C,sin(0) | =20

u(0) =-3C,e° +Ce®(1-3-0)+ e’ {2C, —C;}cos(0) + {-2C; —C,}sin(0) | =15
i(0)=9C,e® +C,e (9 0-6)+e’[{-3C; -4C }cos(o)+{4c3—3c4}sin(o)}:o
(0)=-27C,e° +C,e%(27-27-0) +°[ {11C; —2C, } cos(0) + {2C, —11C, } sin(0) | =

C,+C, =20())

-3C, +C, - C; +2C, =15(1I)

9C, - 6C, - 3C, —4C, = 0(lIl)
-27C, +27C, +11C; -2C, = O(IV)

725 465 405 135

C, =-—=: ¢ Ci=——: C, =
' 16 3 16 4 4

_T25 a A0S,

T 5 et {_‘:_(?cos(Zt) + %sin(Zt)} (spezielle Losung)



