5. Thema: Extremwerte mit Nebenbedingungen, Lagrange Multiplikatoren

5.1

Eine zylindrische Blechdose (Radius R, Hohe H) ohne Deckel habe ein
Volumen von 1250ml. Berechnen Sie die MaBe der Dose, so dass die not-
wendige Lotnaht moglichst kurz ist. (Gelotet wird entlang des kreisformigen
Umfangs der Grundflache und einmal entlang der Mantellinie der Lange H).
Formulieren Sie Zielfunktion und Nebenbedingung
Berechnung durch Einsetzen der Nebenbedingung in die Zielfunktion
Berechnung durch Lagrange-Multiplikatoren-Methode

Losung:
a)
Zielfunktion: L(R,H) =2nR +H
Nebenbedingung: gR,H) =R*H-V =0
b)

Nebenbedingung nach H umstellen und in Zielfunktion einsetzen:
\Y
H=—
nR2

L=2nR+L2=L(R)

nR

Differenzieren der Gleichung:

dL 2V
—=2n-—=
dR 7R3
2
R =¥ 1206 _ 494 65cm?
T T
R = 3[126,65cm’
R =5,022cm
o Vo 1250cm?

nR*  7(5,022cm)’

H=15,777cm

2 ) 2
d’L _ 6V _ 6-1250cm =3,75 >0 - lokales Minimum

dR?  7R*  x(5,022cm)*




5.2

Ein zylinderférmige Dose aus Blech soll ein Volumen von V = 5000cm? haben.
Zu ihrer Herstellung wird zunachst ein rechteckiges Blech zur Mantelflache
zusammengebogen und entlang der Mantellinie zusammengelotet. Danach
werden die kreisrunden Grund- und Deckflachen entlang des jeweiligen

F(RH,L) = 2nR+H+ 2 (nR?H-V)

Fr=2n+2ARH=0 (1)

Fp= 1+ AmR? =0 am - k:—% in (I) einsetzen
T

F,=nR™M-V =0 (lll)

-> ZE—LERH 0

R?

2n = zH
R

H=nR

V = nR?H = nR?*nR = R

/12 ,{12500“ =5,022cm

Vv 1250cm?
nR*  x(5,022cm)’

H=15,777cm

Kreisumfangs eingelotet.

Wie muss die Dose dimensioniert sein (Radius R und Hohe H), damit die

Gesamtlange L der geloteten Linien minimal ist ?

Wie muss die Dose dimensioniert sein (Radius R und Hohe H), damit die

Oberflache und damit der Blechverbrauch minimal ist ?

a) Zielfunktion: L=H+4=R

Nebenbedingung: V =n R’H



1.Weg: Nebenbedingungen in Zielfunktion einsetzen

v
L=—s+4nH=L(R)

nR

dL 2V
— =
dR nR3

/ /5000cm —6 327em

d’L 6V
Wegen ——=—>
8 drR? gR*

Ist es ein lokales Minimum, d.h. die gelotete Linie ist minimal mit
L=39,75cm+4n-6,327cm=119,26cm
2.Weg: Lagrange-Multiplikatoren

F =L+x(nR2H—v)
F =H+4nR+x(nR2H—v)

F,=1+AnR? =0 ()
F, =4n+2\nRH =0 ()
F,=nR™-V =0 (11
aus(l) A=———

nR?
. 27RH
in(l) 4n- =0

0 nR?
47R? = 27RH

27R =H



V = tR?H = nR? - 2nR = 27°R3

Y

R®=_——
212

R=6,327cm  — H=2xR =39,75cm

Verbale(logische) Begriindung fur Minimum von L:

Lasst man gedanklich die Grundflache ,,schrumpfen“(R - 0), so muss H— o«

gehen, damit H — cogehen, damit V =5000cm® = const bleiben kann. Lasst
man stattdessen H — 0gehen, so muss R — oo fur V=const. Das bedeutet in
beiden FallenL — oo. Da nur ein Extremwert fur L gefunden wird, muss
dieser ein Minimum sein.

b) Zielfunktion: A =27R? +2nRH
Nebenbedingung: V =n R?H

1.Weg: Nebenbedingungen in Zielfunktion einsetzen

A =27R? +2nR-L2=2nR2 Al
nR R
aA =4nR AV 0
dR R2
47R3 =2V
RZ =V
2n
3
R =30 = Y200 g 567cm
ZTC ZTC Ea—
3
Ho - 2000 48 534cm

wR*  7.(9,267cm)’
Es handelt sich tatsachlich um ein Minimum fur A, denn:

2
d—é=4n+¥>0
dR R



2.Weg: Lagrange-Multiplikatoren

F =27R? +2nRH+k(nR2H—V)
F, = 47R + 27H+ A2nRH =0

F, = 27R +AnR? =0
F, =nR’™H-V =0
2R 2
aus(ll) Ar=—-—=-——=
) =R

in() 4nR +2nH —%ZnRH =0

47R +27rH-47H =0
2R =H

V = nR?H = nR? - 2R = 2R3

R3 _V
27

R = 3/1
2n

)
(n
(1)

R=9,267cm —> H=2R =18,534cm




5.3 In eine Kugel mit dem Radius R soll ein Kreiszylinder [ Kreiskegel ]
einbeschrieben werden. Bestimmen Sie das Verhaltnis von Grundkreisradius
und Hohe, wenn das Volumen des Zylinders [ Kegels ] ein Maximum sein soll!

a) Zylinder
ZF: Vg = 7-r*-h —max
2
NB: R* = r +(ﬁj
2

Zylinder

Kugel

2
aus NB r* =R* - (gj in ZF

v

h/2<

h 2
VZyIinder = E[Rz _(E] Jh -R\
VZyIinder = ”th_%iﬁ = f(h)
dvzl;:der — 7Z'RZ _ 3_7rh2 — O
3—”h2 = 7R?
4
2 hY
h=—-R inNB r*=R*-|—
e 2
ﬂ.RZ
r2 — RZ 322
2 2 1 2
r-=R°"——=-R
3
d*v, .
Daimser _9_3%p 0 5 max

dh? 2



mit Lagrangen Multiplikatoren:

2
F:ﬁ-rz-h+ﬂ{rz+(gJ —RZJ

F 2arh+24r =0 — 2 =—zh

:

i:nr2+llh:0 :>7zr2+l(—”h)h:0
oh 2 2

2 2 2 2
inNB : RZ:[gJ +r2:h—+h—:i :h:\/gR und r

4 2 4

b) Kegel
T
ZF: Vi = E-rz-h — max ,
y
NB: R* = r*+(h- R
Kugel
aus NB r* =R*—(h- R
r* =R - (h - 2hR+R2 Kegel
r* =2hR-h* inZF
_z 2
Vyeget = g(ZhR—h )h
2
Vieget = TRh 3 Zh =
deegeI :47[Rh ”hz
dh 3
47[ 2
TRh_ wh* |:h (h>0wegenmax A
h=§R inNB  r* =R*—(h-
rZ:RZ—(iR—R]
3
I Y.
9
9 3 h 2
d’v,
et _ AT e rh=YR_2:2R<0 5 max
dh 3 3 3

v



5.4

mit Lagrangen Multiplikatoren:

leyz-rz-h+i(r2+h2—2hR)
3

i:zﬂ-r-h+2/1r:0 :>ﬂ,:—17rh
or 3 3
ﬁzlﬂ.rZM(Zh—zR):o :>17rr2—17rh(2h—2R):O|:17r
oh 3 3 3 3
=r* =h(2h-2R)
mit NB gleichgesetzt : = 2hR—-h* =2h* -2hR |- h
= 4R =3h

= hz%R und r:%ﬁR

Ein Korper bestehe aus einem Zylinder mit Grundflache ( Radius R,

Hohe H), auf dem als Deckflache eine Halbkugel aufgesetzt ist. Man
berechne fur ein vorgegebenes Volumen V = 1000 cm? die Werte fur Rund H
so, dass die Oberflache des Korpers minimal wird!

mit Lagrangen Multiplikatoren:

F =37zR* + 27RH + /I[ERZH + §ER3 - Vj

oF :67zR+27zH+/17z(2RH+2R2) -0
oR
F %R+ 7R =0 a--2
oH R
. OF
mn—-:

oR

6nR+2nH—37z(2RH+2R2) =07
R

6R+2H-4H-4R =0
H=R



ZF : Ao = AHalbkugel +AZyl.Mantel +AZyl.Bodf?n — min
NB: V = valinder + vHalbkugel
aus ZF A, =2zR* + 2zRH + nR?
A, = 7Z'R(3R+2H)
aus NB  V = zR*H +1 iﬂﬁ”
2\ 3
V= 7rR2H+2?”R3
2 3
V--"R
H 3 - VZ_ER in ZF
7z'R 7Z'R 3 H
A, —ﬂR(3R+2(L2—ERjj
T 3
A, = 37R? %—4—’%2 =f(R)
% _er-2V 87p_g -
dR R® 3
67r—8—7Z R = %
3 R
TRy
3
R=32Y <5759cm inNB
57
H = VZ _ER ~ 5,759cm
7R* 3 -
2
d" A, :67r+ﬂ—8—ﬂ-z31,41>0 — min

dR? R’



