6. Thema: Integralrechnung

6.1 Berechnen Sie folgende Integrale durch lineare Substitution:
2

a) j2x+bdx b) jsin(4t—@)dt <) Idxz
(3x—1)

1

Losung:

a) J. 2x +b dx

lineare Substitution :
Z=2x+b
dz

— =2 —>dX:E
dx 2

3

J‘,\/Zx+b dx:jﬁgzi-z;~l+C:l(2x+b)2+C
2 2 2 3

b) jsin(4t—(p)dt

lineare Substitution :

z=4t-¢
E:4 —>dt=%
dt 4

jsin(4t —@)dt = Isin(z)i—z =— %cos(z) +C =—%cos(4t -9)+C

2
c) J’ dx
/ (3x —1)2
lineare Substitution :
Z= (3x - 1)

%:3 adx:%




6.2 Berechnen Sie die unbestimmten Integrale mit den angegebenen Methoden.
Alle dazu notwendigen Zwischenschritte mussen klar erkennbar sein:

J =J‘a/(8x+17)5 dx J= Jx3ln(3x)dx J= Jﬁdx

a) lineare Substitution b) partielle Integration  ¢) Partialbruchzerlegung

Losung:

a) J}/(Sx +17)5 dx

lineare Substitution :

Z=8x+17
E:8 —>dx:%
dx 8
- 5 7
(8x+17)5dx= 22E=z~1-22+C:l (8x+17)7+C
] 8 78 28

b) x3ln(3x)dx

partielle Integration : Iu'- vdx=u-v- jv'- u dx

1 1 1 1 1
Ix3 ln(3x)dx :ln(3x)'zx4 _J‘;'ZX“ = ZX4 -ln(3x)—ﬁx4 +C




C)J‘ﬁdx

Grad des Zahlerpolynoms = 1
Grad des Nennerpolynoms = 3
—echt gebrochen rationale Funktion

Nullstellen: x,= 0
X, 3 =—3 —> mehrfache reelle Nullstelle

Iﬁdx‘ﬂxAWEB) +(x+c3>2de

2
NR - 2x_12:A(x+3) +Bx(x+3)+ Cx :
X (x+3) X (x+3)  (x+3)
. . 2
Zahlervergleich: 2x —1=A(x+3)" +Bx(x +3) +Cx
X,= 0 —1-=9A —A=—1
9
7
Xy3=-3 -7=-3C ->C= 3
X : 0=A+B —>B=
9
J‘ / / / dx=— In|x |— —ln|x+3|+C
(x+3) (x+3) 3 X+3 9
L +1lnx+3+C
3 x+3 9 X




6.3  Berechnen Sie die bestimmten Integrale mit linearer Substitution bzw. mit
Partialbruchzerlegung

a) J =J‘sin(5—zjdt b) J‘de
3 2 (X +2)(x — 4)
0 1

Losung:
a) | sin 2T gt
3 2

0
lineare Substitution :

2t &
zZ=""__

3 2
d 2 3
dt 3
T t=n ter
sin 2t = dt = sin(z)idz: —Ecos(z)

3 2 2 2 o
0 t=0

T
:{——cos(ﬁ—fﬂ _ 33 ~-1,299
2 0 4

2
b) de
(X+2)(x—4)
1
Grad des Zahlerpolynoms
Grad des Nennerpolynoms

Il
—

2
— echt gebrochen rationale Funktion

Nullstellen: x,=-2; x,=4
2

2 2
J’—Zx—1 dx:J‘( A + B jdx:j[A(X_4)+B(X+2)]dx
(X+2)(x—4) X+2 x-4 X+2 X—4
1

1 1

2 5 7 2

I[ % , /6 deFln|x+2|+Zln|X—4|} =5tn(i}+1m(3}—o,23s3
X+2 x-4 6 6 ; 6 3 6 3

1



6.4 Berechnen Sie folgende Integrale ausfuhrlich mit partieller Integration und
Partialbruchzerlegung

a) J=J‘%dx b) J:j.x'ez"+1 dx
(xX=1(x—-4)

0
Losung:

:_[;dx
(X = 1)(x — 4)?

Grad des Zahlerpolynoms

1
3
— echt gebrochen rationale Funktion

Grad des Nennerpolynoms

Nullstellen: x,=1; X, =4 — mehrfache reelle Nullstelle

sz‘;zdx:-.‘ A + B + Czdx
(X=1(x-4) (x=1)  (x-4) (x-4)

.LA(X —4) +B(x—1)(x—4)+C(x 1)de
(x=1)(x—4)°

Zahlervergleich: x = A(x—4)" +B(x—1)(x—4)+C(x-1)

x,=1 1=9A A=
9

x,=4 4=3C —>C=%

x? 0-A+B >B=—1
9

j / / / dx = — ln|x |—1ln|x—4|—i- LYy
(=1 (x4) (x- AR

:—lnX_1|—i- LS
9 |x-4| 3 x-4




2
b)J:J.x-e2X+1 dx

0

partielle Integration : Iu'- vdx=u-v —jv'- u dx

_ l 2x+1

v A 2x+1 e

u==e u

6.5 Berechnen Sie die nachfolgenden Integrale durch Anwendung der partiellen
Integration bzw. mit Hilfe der Partialbruchzerlegung. Alle dazu notwendigen
Zwischenschritte mussen in logischer Reihenfolge deutlich erkennbar sein:

o))
—

J‘szzdx b) J.x2 ln(5x)dx
(X+2)(x—4)

Losung:
4 2 4 2
o) [ e [ K
(x+2)(x—4) x> —6x" +32
Grad des Zahlerpolynoms

Grad des Nennerpolynoms = 3
— unecht gebrochen rationale Funktion

Polynomdivision :

37x% -32x-192
x> —6x%+32

(x4+x2):(x3—6x2+32)=x+6+

- (x“ —6X° + 32x)

6x> — 32X + x>

—(6x3 —36x% + 192)

37x%* —32x -192



J = j(x +6)dx = %xz +6X
37x% -32x -192 A B C
JZJ[ (x+2)(x-4) ]dxj((x+2) " (x-4) +(><_4)2}dx

Nullstellen: x, = -2 ; x, =4— mehrfache reelle Nullstelle

“»(37)(232)(192](1 J‘[A(x_4)2+B(x+2)(x—4)+C(x+2)} dx

(x+2)(x—4) B (x+2)(x-4)

Zahlervergleich: 37x* -32x-192 = A(x - 4)2 +B(x+2)(x-4)+C(x+2)

X, = -2 20 = 36A —>A=%
X, =4 272 = 6C —>C:m
x? 37:A+B—>B=%

—

5 136 32
JZJ‘[(A e / x = e+ 2]+ ol —a) 228

x+2) (x-4) ( x-4
J:J1+J2:%xz+6xgln|x+2| B3¢, n|x —4|—328 X14+C

b)J‘x2 In(5x)dx
partielle Integration : Iu'- vdx=u-v - jv"u dx
u'=x2 u= 1x3
3
n(sx)  vi=-
X

-‘-len(Sx)dx :1x3 -ln(5x)—J.l 1x3dx: 1x3 -ln(5x)—1x3 +C
3 X 3 3 9




